Solucion de Circuitos Eléctricos via la Transformada de Laplace

Circuitos Eléctricos Il
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"‘ Introduccion

Facilita el analisis de circuitos que solo se pueden describir con dos
ecuaciones diferenciales simultdneas o mas.

La transformada de Laplace es

Simplifica el uso de varias fuentes.

una herramienta importante

para el analisis de circuitos

Simplifica el uso de las condiciones iniciales, las cuales estan
implicitas en el método de analisis.

lineales de parametros
concentrados, por que:

Fortalece la relacidn existente entre el comportamiento de un
circuito en el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia.




del de la

Tiempo Frecuencia




Transformada de Laplace
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.‘ Transformada inversa
O

La integral de la transformada inversa:

o+jw

CHES)} = £ =2inj f F(s)eStds

o—w

Esta integral es dificil de evaluar ya que requiere integraciéon de contorno (perfil) utilizando teoria de variable
compleja. Afortunadamente, para la mayoria de los problemas de ingenieria podemos referirnos a tablas de
propiedades, y parejas de transformadas comunes para buscar la transformada inversa.




.‘ Expansion de Fracciones parciales
»

Con bastante frecuencia las expresiones de la transformada de Laplace no estan en forma
reconocible, pero en la mayoria de los casos aparece en una forma racional de s, es decir:

Donde N(s) y D(s) son polinomios que pueden ser expresados como:

N(s) byus™+ by 1™ Y+ byy_ps™ 2+ -+ bys + by
D(s)  aps"™+a,_1s"1+a, 5" 2+ +ays + ag

F(s) =

Los coeficientes a; y b, son numeros reales para k = 1,2, .....,n,y si la potencia mas alta m de
N(s) es menor que la potencia mas alta n de D(s), es decir, m <n, F(s) se dice que es
expresada como una funcién racional propia. Si m > n, F(s) es una funcién racional impropia.




" Expansion de Fracciones parciales
»

En una funcién racional propia, las raices de N(s), encontradas haciendo N(s) = 0; son llamadas
ceros de F(s). Las raices de D(s), encontradas haciendo D(s) = 0, son llamados polos de F(s).
Asumiremos que F(s) es una funcion racional propia. Entonces, se acostumbra y es muy

conveniente hacer los coeficientes de s™ unitarios; asi, escribimos a F(s) como:

N(S) a_ln (bmsm + bm_lsm_l + bm_zsm_z + + b1S + bo)
F(s) = —
() D(s) s+ a,_1s" 1 +a, ,s" %+ +a;s+a

Los ceros y los polos pueden ser reales y diferentes, o iguales, o complejos conjugados, o
combinaciones de reales y complejos conjugados.




. Caso 1.- Polos diferentes
L

Si todos los polos p;,p,,p3, ..., Pn de F(s) son diferentes (uno del otro), podemos factorizar el
denominador de F(s) en la forma

N(s)

Fs) = (s —p(s —p2)(s —p3) - (s —py)

Donde p,, es diferente a todos los otros polos. Después, utilizando el método de expansion en fracciones
parciales, podemos expresar esta relacion como:

1 &) 3 ™
F(s) = + + 4o
(s—p1) (s—p2) (s—p3) (s —pn)
Donde ry, 1,13, ...., 7, SON los residuos, y py, p2, Ps, .- -, Pr SON lOs polos de F(s). Para evaluar el residuo

1., multiplicamos ambos lados de F(s) por (s — py); entonces, evaluamos en s — p,, es decir:

F(s) = lim (s —pp) F(s) = (s —px) F(s)|
S-oPk S=DPk




. Ejemplo

Use el método de expansion de fracciones parciales para simplificar F,(s) y encontrar la funcién en el dominio del tiempo f;(t)

3s+2 3s+2 7 T,

F = = = }
1(5) s243s+2 (s+1D(s+2) (s+1) (s+2)
_ 3s+2
rl—51_1)1111(s+1)F(S)—(S+2)S=_1——1
) 3s+2
rz—sl_1)r£12(5+2)F(s)—(S+1) s=_2—4
Fy(s) = 3s+2 _ -1 N 4
1S_SZ+35+2_(5+1) (s+2)
Como:
—at t
¢ uO()(_)s+a
Entonces:

3s+2 -1 4
= = o
£(s) s2+3s+2 (s+1)+(s+2) LOCede uolt)




“ Los residuos y los polos de una funcion racional de polinomios, pueden ser facilmente

. encontrados utilizando la funcion residue(a,b) de MATLAB.

3s+ 2 -1

Fi(s) = e filO(—e™" +4e™*u,(0)

SZ+3S+2=(S+1)+(S+2)




‘ Ejemplo
Q

Use el método de expansion en fracciones parciales para simplificar F;(s) y encontrar la funcién en el dominio del tiempo f; (t).

3s2+2s+5
Fi(8) = 7752
§3*t12s% + 44s + 48
Fi(s) = 3s2+2s+5 352 +2s+5 o 1 T
W) = 3 252 1 445 + 48 5+ )G +DG+6) (5+2) (5+4)  (5+6)
. 352 +2s+5 9
17 (+4)(G+6) 8
s=—2
r—3$2+2$+5 37
27 G+2)(s+6) T4
s=—4
_ 3s2+2s5+5 89
BTG+ G+
5=-6
(o) — 3s24+2s+5 9/8  —37/4 89/8
) =T 1245748 61D G1d 1o
Como:
—at
u"(t)(_)s+a
Entonces: 352 +25+5 9/8  —37/4  89/8
Fi(s) =

S31252 + 4ds + 48 (s+2) (s+4) (s+6)




' Caso 2.- Polos complejos
®e

Con bastante frecuencia, los polos de F(s) son complejo, y ya que los polos ocurren
en parejas de complejos conjugados, el numero de polos complejos es par. Asi, si py
es una raiz compleja de D(s), entonces, su polo complejo conjugado, denotado por
Pk, también es una raiz de D(s). El método de expansion de fracciones parciales
puede también ser utilizado en este caso, pero puede ser necesario manipular los
términos de la expansion de manera que se expresen de la forma conocida. El
procedimiento en ilustrado con el siguiente ejemplo.




Ejemplo

Use el método de expansion de fracciones parciales para simplificar F(s), y encuentre la funcién en el dominio del tiempo f (t).

s+3
HCE . r, = s+3 :
s3t5s52 4+ 125+ 8 2 G+ DG +2-52)

. 1-j2_ 1-j2
(1-j2)(—j4) -8+j4

§S=—2—j2

_ (1-j2)(-8-j4) —-16+j12 1 j3

2 T8 +49(-8—j4) 80 5720
*_( 1+j3)*_ 1 3
2 ={"5720) T 5 /20

1, . 1 .
2/5 ——5+]3/20 ——5—]3/20

F(s) =

(s+1)+(s+2+j2)+(s+2—j2)

s+3 _ s+3
s3t552 +125+8 (s+1)(s+2+,2)(s+2—j2)

F(s) =

s+3 _n n o N "
s3t552 +125+8 (s+1) (s+2+,2) (s+2—j2)

F(s) =

Los residuos son:

2/5 1 (2s+1)
(s+1) 5(s2+4s+8)

s+3
" Eee———
1 sz+4$+85=

2
-z F(s) =




v e

’ ‘ F(s) = F1(5) +F2(S) = =L 2{ A ) - ( - )

G+D s\Gror+rz) o Grozr 2

2/5 1 (s+1)

F(s) = —=
1 5(s2+4 8 2 2 3
s+1) (s2+4s+8) f(t) ==et—=e %t cos 2t +— e ?tsin 2t
5 5 10
25 2,
Fi(s) = G+D e f1(6) =ze
1 (2s+1)
Fy(s) =

" 5(s2+4s+98)
Y recordando que:

e~ % sin wt uyt

(s + a)? + w?
e~ cos wt upt & sta
0 (s +a)? + w?
1 3 3 3
Fy(s) = 2<S+'2+7—7>_ 2( s+2 N ) )
2= T5\G+22+22) T S\G+2°2+2  (5+22+2°

6

- _§<(s +82;-22+ 22) + _1;0 ((s ¥ 2?2 n 22>

_ 2( s+2 )+3( 2 )
T 5\(s+2)2+22) " 10\(s+2)% + 22




En este caso, F(s) tiene polos simples, pero uno de los
polos, digamos p1, tiene una multiplicidad m. Lo

expresamos CcCoOomo:

N(s)

I G L G e cr e R

)

Denotando los m residuos correspondientes a polos
multiples p; como ryq, 2, fi3,.....,F1m, la expansion de

fracciones parciales se escribe como:

11 T12 13 T1im

S G i S L R A L A G=r

2 4B 4y
(s—p3) (s—p3) (s—p)

()

Caso 3.- Polos multiples

Para los polos simples p4, ps, ..., Py, Procedemos como antes,
es decir, encontramos los residuos como:

T = lim (s = POF(s) = (5 = POFOlsmpy - (3)

Los residuos rq, rqy, rq3,..., My correspondientes a los polos
repetidos, son encontrados por multiplicar ambos lados de F(s)
por (s-p)™. Entonces:

(s—p)™F(s) =111 + (s —prp + (s —p)?rs + - +

m TZ TS cee —rn
=Py ((s —D2) * (s —p3) ot (s — pn)) - ()




® Caso 3.- Polos multiples
O

Después tomamos el limite cuando s—p1 en ambos
lados de la ecuacién anterior:

Sligll(s —p)™F(s) =1y + Sliglll(s —priz + (s —p)?rp + o+ (s —p)™ il +

. p) r3 Th
+ lim [(s — m ( + ++—) 5
N Gy R s R s VR
11 = lim (s — p)™F(s) ....(6)
S=p1
Y asi se produce el residuo del primer polo repetido.

El residuos r,, para el segundo polo repetido p, , es encontrado

derivando (4) con resecto a s y nuevamente, dejamos s — p;, €s
decir:




del de la
Tiempo Frecuencia

-Ecuacion Diferencial
-Ecuaciones integro diferenciales




Procedimiento

El método de la transformada de Laplace para el andlisis de circuitos, se divide en 5 pasos:

Escribir las ecuaciones integro diferenciales en el dominio del tiempo que
describan el circuito.

Transformar las ecuaciones integro diferenciales a ecuaciones algebraicas en el
dominio de S.

Efectuar la transformada inversa de las variables en el dominio S de nuevo al
dominio del tiempo.

Comprobar las expresiones en el dominio del tiempo que se obtuvieron para
verificar que tenga sentido en lo que respecta al comportamiento fisico del
circuito.

Resolver las ecuaciones algebraicas en el dominio S para la incégnita de interés.




Ejemplo

“«©

1.- Establecer las ecuaciones integro
diferenciales en el dominio del
tiempo que describan al circuito.

Aplicando LVK en la malla:

2.- Transformar las ecuaciones
integro diferenciales a ecuaciones
algebraicas en el dominio de S.

Aplicando la transformada de Laplace:

L{%%+i} — {2}

‘ ‘ Hallar i(t) parat >0, si: L =0.5H,R =102,V = 2 volts,i(07) = 1 Amp.

%L {%} £ i) = A1)

1 : 2
5[s1(s) =i +1(s) =~

3.- Resolver las ecuaciones
algebraicas en el dominio S para la
incégnita de interés.

E+1]I(s) =§+3

2
[S+2]I()—S+4
2 1" T
s+4
75 _ s+4

=537+
2

4.- Efectuar la transformada inversa
de las variables en el dominio S de
nuevo al dominio del tiempo.

i) = L}

Utilizando fracciones parciales:

_ s+ 4 _A B
O =567 576+

Para el residua A, tenemos:

4 I(s) s+4 " sB
(s+2)S:0 (s+2)S:0

A —-4-— 2
==
Para el residua B, tenemos:

s+ 4 A(s + 2
B=(s+2I(s) =— _A+2) +B

s s

s==2 s=—2

_—2+4_
Se——==c




Ejemplo

‘ ‘ Hallar i(t) parat >0, si: L =0.5H,R =102,V = 2 volts,i(07) = 1 Amp.

De esta manera:

Wt s+4]__ 1+4/s 1+4/w
= T2 T T2/ 142/
I(S)Zizz__l 1
s(s+2) s (s+2) i(0)=1=1

2 1
. -1 —r-1)"({_ p-1
@)= L =L {s} ol rye 2} Calculo del valor final

[s+4]

i(00) = £1_I)1;JISI(S) =lims B

s—0
5.- Comprobar las expresiones en el

dominio del tiempo que se obtuvieron s+ 4] 0+4

para verificar que tenga sentido en lo i(o0) = lim |——

=_=2

0+2

que respecta al comportamiento fisico
del circuito.

Calculo del valor inicial

Teorema del valor inicial:

] . . s+ 4
i(0) = lim sI(s) = lim s [S(S—H)




Ejemplo

t=-4 4

Hallar V(t) para t > 0.

Tl W
Be(3V C) 1§

10v

"=

X1
2.

.. 10

v(07) =6(1) = 6 Volts

4

Be(-3)V C) ! i "=

Aplicando LCK en el nodo x

ve—v  ldv

L i

. dv
Ve =4 +—+v..

dt
Del circuito:
di,

17=17t+6l'L

di .
v—ld—tL—6lL =0...

(D)

(2)

Aplicando la transformada de Laplace a (1) y (2) :

L{4i,} + L{%} + L{v} = L{6e31)

41() + [sV(s) — v(0-)] + V(s) = 6 (?13)

6 6s + 24

L} =L {1%} + L{6i,} = 0

V(s) —[sI(s)—i(07)]—6I(s) =0

V(s) —(s+6)I(s)=-1...(2")

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones es:

A1(S) + (s + DV(s) = 6; 24

+3
—(s+6)I(s)+V(s)=-1 ‘ ‘




Ejemplo

Resolviendo el sistema para V(s), via

CRAMER:
p 65 + 24
s+3 65 + 24
PO i Gl M W D G+
_| 4 (s+1)|_ 44+ (s+6)(s+1)
—(s+6) 1
652 + 245 + 365 + 144 652 + 60s + 144
e +3 A ¥3
V(s) = £ = )
44+s24+7s+6 s2+7s+10

6SZ+6OS+144—4(S+3) 652 4 60s + 144 — 45 — 12
V(S): S+3 S+3
s2+7s+10 s2+7s+10

6s% + 56s + 132 5 5
S+ 3 65" +56s +132 6s“ + 565 + 132

s2+75+10  (5+3)(2+75+10) G+3)+2)(s+5)

V(s) =

Aplicando la expansion en fracciones
parciales tenemos:
6s% + 56s + 132 A B C

Ve = 696 +26+9 6+ TG+ TG+

65> +565+132=A(s+2)(s+5) +B(s+3)(s+5 +C(s+3)(s+2)
6s% + 565 + 132 = A(s?> + 7s + 10) + B(s?> + 8s + 15) + C(s* + 55 + 6)

A+B+ C=6 A=-9
7A +8B +5C =56 B =44/3
104 + 15B + 6C = 132 C=1/3
652 4+ 565 + 132 -9 44/3 1/3

G+3)G+2)G+5 (G+3) (5+2) (5+5

nt) = L7 {V(s)}

o) = = {

} v lE s { - } v (51135)}

(s+3) (s+2)




' ‘ Comprobacion
@




vYe

Resistencia

Inductancia

v =Ri
L{v} =R L{i}

V(s) = RI(s)

_ i
VER L

.
£y} = L{LE;}

V(s) =L [sI(s) —i(07)]
V(s) = LsI(s) — LI,

V() + L, V(s) +é

I = =
(s) Ls Ls S

+
W (3) 1I(S)

Y (s)




A

Capacitancia

o+

11

_— dv .
TR * I(s)
] dv J. 1
L} = L{CE}

I(s) =C [sV(s) —v(07)]
I(s) = CsV(s) —CV,

I(s)+CVy I(s) _I_K)

&)= Cs "~ Cs S

alll(s)
+

3

1 A+
Ts TV E) @)vpC

o




Ejemplo

= 4
1

Bel-3tv C)

"=

10v G

J

Hallar V(t) para t > 0.

6 6+ 6(s+ 3)
----- ANALISIS PARA t>0 ----- —_— _
41(s)+V(s)(s+1) +3+6 <13
Transformando el circuito al
dominio de la frecuencia: 6s + 24
41(s) +V(s)(s+1) = T3 @))

Pero:

B/s+3

C

V(s) =I1(s)s —1+6I(s)

V(s)=I(s)(s+6)—1

X1
2.

10

v(07) =6(1) = 6 Volts

V(is)—I(s)(s+6)=-1...(2)

g 4 1/5C=4/8
Yo=1
(5 Vols=h/s

Aplicando LCK en V:

Resolviendo el sistema para V

4 6s + 24
V(s) V(s ) —= V(S)s 6 s+3
+ s+3 B !
ST s) + 7 —1() | V(s) = |(s+6) S+11|
Multiplicando por 4: —(s+6)
6 3~ V(s)=4I(s)+V(s)s—6 (s + 6)(6s + 24)

s+ _ s+ 3
V() =— 4+(s+1)(s+6)

6
R 4I(s)+V(s)(s+1)—6




Ejemplo

_ (s +6)(6s + 24)
A s+ 3

V) =G DG 1o
—4(s+3)+ (s + 6)(6s + 24)
_ s+ 3
&)= 44+ (s+1D(s+6)
V(s) —4(s+3)+ (s +6)(6s + 24)
S) =
[4+ G+ +6)](s+3)
V(s) = —45 — 12 + 652 + 60s + 144
VG +)+ G DG +6)(+3)
V(s) = 652 + 565 + 132
3 S A+ 12+ 53+ 10s2+27s + 18
V(s) = 652 + 565 + 132
$) = 3 ¥ 10s? + 31s + 30
652 + 565 + 132
V(s) =

(s+3)(s+2)(s+5)

Hallar V(t) para t > 0.

Aplicando la expansién en fracciones

parciales:
6s% + 56s + 132

A B C

= e 6+06+5 613 6+ TG

652 +565+132=A(s+2)(s+5) +B(s+3)(s+5)+C(s +3)(s +2)

A+ B+ (C=6

7A+ 8B + 5C =56 A= -9, B=4—4, C=—1
104 + 15B + 6C = 132 3 3
De esta forma:
-9 44/3 1/3
V(S)_s+3 s+2 s+5
Wt) = L7 {V(s)}
— 44/3 1/3
: — r-1 -1 -1

Syms s tw; A =L {(s+3)}+£ {(s+2)}+L (s+5)}

Fs=(6*s"2+56*s+132) /((s+3)*(s+2)*(s+5));
ft=ilaplace(Fs)

ft=
44 /3*exp(-2*t)+1/3*exp(-5*t)-9*exp(-3*t)




Ejemplo

‘ ‘ Hallar Vy(t) para t > 0.
W1

2V,(s)  V,(s) _( 6s 4s
ACO/SE\I)V Vl(S) + 2V1(S) + 5 + 5 =0 VZ(S) - <7S +4) (52 + 4)
U
+ 2 1 24s?
1/2H 3V1(S) + (— +—) Vz(S) =0... (1) 6(S) =
21 M § 22 Valt) s 2 H© (7s + 4)(s* +4)
La ecuacion de restriccion es: 24s2
Va(s) = Vi(s) = Vs ... (2) V(9 = s aT 285 7 16
__________ V; =V, -V . ., .
ANALBIERARR €20 1) =V2(9) =¥y Aplicando la expansién en fracciones
Transformando el circuito al dominio de la Sustituyendo en 1: parciales:
frecuencia: 2 1 Va(s) = 24s? B
i 3(V2(s)—Vf)+(g+§)V2(s) =0 2 S 7 1 as? + 285+ 16
V '2+4 V
1 2 + 4 o _ .
O 3V, (s) — 3V, + (S )Vz (s) =0 _ 1.5849 + 0.4-5.28] o 1.5849 0.4[-'?28] f 0.2588
* 2s s+0—2j s+0+2j s+ 0.5714
2 i si2 2, Vot s+4
( T 3) V2(s) = 3Vf _ 1.648313 £15.94 | 1648313 2 - 1594  0.2588
T s+0-2j s+0+2j ' s+0.5714
s+4+6s
() =3
Aplicando LCK en el supernodo:
Vi(s V(s) Vy(s _(_6s
1 )+2V1(s)+—25( ) RS VZ(S)_(m)Vf @

1 2

2




‘ Ejemplo

' Hallar Vy(t) para t > 0.

1.648313 £15.94 16483132 —-1594  0.2588

A= s+0-2j s+0+2j 's+0.5714
v(t) = L7HV,(s)}

() — o (L4313 415.94} _, (1648313 415.94} s
v = s+0—2 s+0-2

Aplicando la formula:

v(t) = 3.2966e7° cos(2t + 15.94) + 0.2588e~0-5714t

v(t) = 3.2966 cos(2t + 15.94) + 0.2588e~0-5714¢

0.2588

s+ 0.5714

}

Comprobacion:

V(s) _ 6s =4

7 =774 7 Vs —4cos(2t){w =2
V() 6(2) 12 12 290

Ve 7(2)+4 14j+4 14.56022274.05
V.

2(5) _ 824163315.95

V

Aplicando la formula:

v(t) = 4(0.8241633) cos(2t + 15.95)

(t) = 3.2966 cos(2t + 15.95)




. Ejemplo

‘ ‘ Hallar Vy(t) para t > 0.

1 1 ; .
N S15(5) + () = 1 (5) += 5(5) = () + 215(5) = 0 Pero si Iy (s) = Iy, entonces:
dcostuba *ox T/Xm §1 1 1 2 2
» —(§+1>11(s) +(s+1)12(s)+<g+2>13(s) =0...(1) I>(s) +(;—1)I3 () =<1Ir(s)
J 4
H 2vx(y) =2 vor) La ecuacidén de restriccidon es: Por Io'tanto el sistema de
l ecuaciones es:

[2(8) = [5(s) = 2V ... (2) (s + DI,(s) + (% + z) Is (s) = (-i + 1) Iy

----- ANALISIS PARA t>0  -----

Pero: : 2 .\, 3 21
Transformando el circuito al 1 2(s) + (; - ) s() =<1l
dominio de la frecuencia: V= ;(11(3) —I5(s)) Resolviend LGs)
esolviendo para I5(s):
. \ Entonces: .
: s L wx =1 2 (s+1) (=+1)I
@ ’ L(s) —I3(s) = 5 (11(5) - 13(5)) (S 2 ) !
g 2 2 I3(s) = 1
s § 2vx z, o) Ip(s) =< 11(s) =I5 (s) +5 I3(s) = 0 s+ (5+2)
2
| oG-

2 2
~Sh() + B +(E _ 1)13 (s)=0...2")
Aplicando LCK en la supermalla:

) O
sl (s) + 1(I,(s) — I1(s)) += (I3(s) = L (s)) + 2I3(s) = 0 . ‘



. Ejemplo

‘ ‘ Hallar Vy(t) para t > 0.

I5(t) = Lp,|H(jw)| cos ((ooot + qb(]'w)))

s+1) (—i +1) I

1 5 G+1)s 1,(t) = 4(0.6324) cos(t + 71.56)

13(5) = 1 = 1
(s+1) (E * 2) (_1 =S +_S) I5(t) = 2.5298 cos(t + 71.56)
1 (2 - 1)
S
Finalmente:

1

I3(s) _ (E"' 1) Vo(t) = 115(t) = 2.5298 cos(t + 71.56)

4
J

— I; =
y Iy = 4cos(t) {wo _

) j+1 j+1 V2245
W) = - . = T =
j2+j—-1 —-1+4j—1 +5.-2656

H(jw) = 0.6324,71.56




