11 Estructuras para sistemas discretos

En este capitulo se muestra la forma de construir sistemas de tiempo discreto, a
partir de las diferentes representaciones del mismo, mediante ciertos algoritmos
(estructuras). El estudio que se presenta abarca a los sistemas IIR y FIR y a las estructuras
de realizacion en Forma Directa |, Forma Directa 11 y Cascada principalmente.

11.1 Introduccion

La ecuacion de diferencias, la respuesta al impulso y la funcién de transferencia,
son caracterizaciones equivalentes de la relacion entrada-salida de un sistema LTI de
tiempo discreto, como se muestra en el ejemplo de la Figura 11.1.

(a) y(n) = i[x(n) +x(n-1)+x(n—2) +x(n—3)]

(b) x(n) —

1/4 para 0<n<3
h(n):{ — y(n)

0 en otro caso

(©) x(n)—1 h(n)={/4, 1/4, 1/4, 14} — y(n)
Y(z) 1

= —[1+ 7tz 4 2’3] —— Y(2)

(d) X(z) —{ H(2) = X(z) 4

Figura 11.1 Ejemplo de diferentes caracterizaciones de la relacion entrada-salida para un
filtro de promedio mavil de cuatro muestras. (a) Ecuacion en diferencias;
(b) respuesta al impulso (1% forma); (c) respuesta al impulso (2% forma) y
(d) funcién de transferencia

Cuando se desea construir un sistema de tiempo discreto en hardware o software es

necesario hacer la conversion a un algoritmo o estructura compatible con la tecnologia
disponible.
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Uno de los grandes problemas que se presentan al momento de trasladar el disefio
de un sistema discreto a su realizacion fisica, radica en la precision infinita requerida por
las variables y los coeficientes de dicho sistema, es decir, se requieren manejar, ya sea en
hardware o software, un nimero infinito de cifras decimales en la representacion de las
variables y los coeficientes antes mencionados, conforme el algoritmo del sistema se va
procesando.

A la arquitectura empleada para el procesamiento de las sefiales de entrada y salida
de un sistema discreto se le llama estructura, la cual consiste de la interconexion de
operadores matematicos basicos que permiten realizar la funcién deseada para el sistema
discreto. Los operadores matematicos basicos empleados en el procesamiento digital de
sefiales son: suma, multiplicacion por una constante y almacenamiento de valores
anteriores, como se muestra en la Figura 11.2.

X2(n)

(a) xl(n) :/L

*) > X1(n)+x2(n)

(0)  x(n)

v

» ax(n)

() x(n)—— z= F——x(n-1)

Figura 11.2 Simbolos de los elementos basicos para la realizacién de estructuras:
(@) suma; (b) multiplicacién por una constante, y (c) unidad de retardo.

En la Figura 11.3 se muestra el diagrama de flujo correspondiente a cada una de las
operaciones basicas definidas anteriormente.

X1(n) &— —0 X1(N) + x2(n)
(a) /
X2(Nn)

(b) x(n) e——3 o ax(n)

(€ x(n) e 2 o x(n-1)

Figura 11.3 Diagrama de flujo de los simbolos de los elementos basicos: (a) suma;
(b) multiplicacion por una constante y (c) unidad de retardo

Debido a que no es posible representar con precision infinita las variables ni los

coeficientes de los filtros (sistemas en tiempo discreto), se buscan estructuras de
construccion diversas con relaciones de entrada-salida equivalentes, cuyo comportamiento
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sea satisfactorio al usar aritmética de precision finita. Aun cuando dos estructuras pueden
ser equivalentes en teoria, es decir, con precision infinita, su comportamiento puede ser
muy diferente cuando la precision es limitada, y ésta es la razon primordial para el estudio
de diferentes estructuras.

Un ejemplo de interconexiéon de los elementos basicos para construir un filtro
sencillo se muestra en la Figura 11.4.

x(n)

Figura 11.4 Filtro LTI digital de primer orden

De la Figura 11.4 se puede ver que:
y(n) =—d,y(n—1) + pox(n) + p;x(n-1) (11.1.1)

En este caso, la ecuacion de diferencias definida en (11.1.1) puede interpretarse
como un algoritmo computacional valido para el calculo de la sefial de salida y(n), debido a
que conociendo los valores de la sefial de entrada y las condiciones iniciales de la salida, y
al multiplicarlos por los coeficientes —di, po Yy p1, ¥ sumar los productos resultantes, se
obtiene el valor presente de la salida, es decir, se puede calcular y(n) para n = 0,1,2,...,
conociendo la condicion inicial y(-1) y la entrada x(n) para n =-1,0,1,2,..., como se muestra
en la secuencia de expresiones 11.1.2.

y(0) =—d,y(=1) + pox(0) + pyx(-1),
y(1) =—d,y(0) + pox(1) + px(0),
y(2) = _dl y(l) + pOX(Z) + plx(l)l (1112)

11.1.1 Estructuras canonicas y no candnicas

Se dice que una estructura de filtros es canonica si el namero de retardos es igual al
orden de la ecuacion de diferencias, es decir, el orden de la funcidn de transferencia. En
otro caso, se dice que la estructura es no canonica. Por ejemplo, la estructura de la
Figura 11.4 no es candnica, puesto que usa dos retardos para realizar la ecuacion de
diferencias (11.1.1), que es de primer orden.
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11.2 Estructuras basicas para filtros IR

La funcion de transferencia de un filtro IIR esta dada por:

M
b.z™"
B(Z):nz_(; " :b0+blz*1+...+bMZ—M
A(Z) > -n 1+ a1271+...+aNZ*N
a,z

H(z) = (11.2.1)

donde a, y b, son los coeficientes del filtro. Se ha supuesto que ap = 1. El orden del filtro
IIR es N si ay # 0. La representacion como ecuacion de diferencias de un filtro 1IR se
expresa como:

y(n) :ibmx(n—m)—iamy(n—m) (11.2.2)

Las formas mas usadas para la realizacion de un filtro 1IR son:

1. Directa: En esta forma la realizacion sigue directamente la ecuacion de diferencias.
Consta de dos partes, la correspondiente al promedio movil (numerador), y la
recursiva (denominador). Esta forma se subdivide en Forma Directa | y Forma
Directa Il.

2. Cascada (series): En esta forma, la funcion de transferencia (11.2.1) de H(z) se
factoriza en secciones mas pequefias de segundo orden, llamadas biquads. Entonces,
la funcion de transferencia se representa como un producto de estas biquads. Cada
biquad se realiza en forma directa, y la funcion total como una cascada de
secciones biquads.

3. Paralela: Esta forma es similar a la de cascada, pero después de la factorizacion, se
usa la expansion en fracciones parciales para representar a H(z) como una suma de

secciones mas pequefias de segundo orden. Cada seccidn se realiza en forma directa,
y la funcién total se construye como una red paralela de secciones.

11.2.1 Forma Directa
Para mostrar la realizacion de la Forma Directa | y la Forma Directa Il, se
presentan, como ejemplos, dos sistema LTI de primero y segundo orden, en los cuales se
aplicaran las dos formas de realizacion.
1. Filtro IR de primer orden.
Si M =N =1 en la ecuacion de diferencias (11.2.2) se genera el filtro IR de primer

orden:
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y(n) =b,x(n)+bx(n-1) —a,y(n-1) (11.2.3)

cuya realizacion en la Forma Directa | se muestra en la Figura 11.5.

bo v(n)

Figura 11.5 Forma Directa | para un filtro IIR de primer orden

La estructura de la Figura 11.5 se puede ver también como la conexion en serie de
dos sistemas cuyas ecuaciones en diferencias se muestran a continuacion:

v(n) =b,x(n) +b,x(n 1)

(11.2.4)
y(n)=v(n)—ay(n-1)

Desde este punto de vista y como los sistemas LTI conectados en serie tienen la
propiedad de poderse intercambiar, entonces la estructura de la Figura 11.5 se puede
dibujar como se muestra en la Figura 11.6a.

w(n)

x(n) w I——I—’ y(n)

w(n-1) w(n-1)

a
w(n) bo
x(n) j y(n)
VA
-ay l}l
o ownl)
(b)

Figura 11.6 Forma Directa Il para el filtro IIR de primer orden: (a) intercambio
del orden de conexidn en cascada; (b) Estructura Canonica (Forma Directa I1)

En la Figura 11.6a se puede observar que los dos sistemas en cascada comparten la
sefial intermedia w(n). Ademas, ambos sistemas tienen un retardo aplicado a dicha
sefial intermedia, por lo que la sefial generada w(n-1) es también una sefial comUn
para los dos sistemas. Por lo tanto, se pueden sustituir los dos retardos por uno solo
como se muestra en la Figura 11.6b, obteniéndose la Forma Canodnica o Forma
Directa Il.
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La Forma Directa Il tiene la ventaja de utilizar menor cantidad de retardos que la
Forma Directa I.

Filtro IIR de segundo orden.

Para M =N = 2, la ecuacion de diferencias (11.2.2) para el filtro 1R, est4 dada por:
y(n) =byx(n) +bx(n—-1) +b,x(n-2)-a,y(n—-1) —a,(n—2) (11.2.5)

que se puede realizar como se muestra en la Figura 11.7.

bo
> ' ' .
x(me——9 )
Z— ! A A ! Z-
b1 -d1
o— 0 o——0
7t 1 ~ {7t
bz -dp
o— 0 o—<«——0

Figura 11.7 Forma Directa | para un filtro IR de segundo orden

Puesto que el sistema es LTI, se puede intercambiar el orden de la conexién en
cascada, como se muestra en la Figura 11.8a. Se puede ver en la Figura 11.8b, que
es posible eliminar dos retardos. Esta reduccion conduce a una Estructura Candnica
0 Forma Directa II.

bo
x(ne——9 ' ? ? ’ ® y(n)
4 ! Z-l Z-l ! 4
. -1 ° b1
4 ! Z_l Z-l | 4
[ % ® J R
(a) ]

0
ety
4 VA L y
@ -21 L 4 bvl L J
y Z-l ! A
° % ® b, ®
(b)

Figura 11.8 Forma Directa Il para un filtro IIR de segundo orden: (a) intercambio
del orden de conexidn en cascada; (b) Estructura Canonica.



Esta forma de realizacion de los filtros IIR de primer y segundo orden, se puede
extender a filtros de cualquier orden. Por ejemplo, de la ecuacion en diferencias para el
filtro IR de segundo orden dada en (11.2.5), se puede escribir la funcion de transferencia
H(z) respectiva, aplicando la Transformada Z a dicha ecuacion en diferencias y agrupando
términos, obteniendo el siguiente resultado:

Y(z) by+bz™t+b,z7
X(z) 1+az'+a,z?

H(z) = (11.2.6)

Se puede observar de la expresion anterior (11.2.6) y de la Figura 11.8b, que la
realizacion del polinomio del denominador (polos de la funcion de transferencia) se localiza
en la parte izquierda de la estructura, mientras que la realizacion del polinomio del
numerador (ceros) se localiza en la parte derecha de la estructura, como se muestra en la
Figura 11.9.

| af] w )

7 x :::': 7 3 "
-a S b
/ & . EadN : > <

Seccién de polos de la Seccidn de ceros de la
funcion de funcion de
transferencia H(z) transferencia H(z)
(polinomio del (polinoimio del
denominador) numerador)

Figura 11.9 Relacion entre las secciones de la estructura en Forma Directa 1l
y los polinomios de la funcion de transferencia del filtro IR
de segundo orden.

Entonces, la realizacion de la funcion de transferencia general del filtro 1IR dada en
(11.2.1), quedarad como se indica en la Figura 11.10 para el caso (no restrictivo) N = M.

En MATLAB, la estructura de Forma Directa Il se describe por medio de dos

vectores en fila: el vector b que contiene los coeficientes {b,} y el vector a que contiene los
coeficientes {a,}. En MATLAB, esta estructura se implementa con la funcion filter.
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y Z L A

-ad; b1
® < & > L
, 7y
° "% ® b, °
| -a(N-1) | bov-1) I

71
-an QM

Figura 11.10 Forma Directa Il para un filtro IR de orden N
(ejemplo para N = M)

11.2.2 Cascada (serie)

En esta forma, la funcion de transferencia H(z) se escribe como un producto de
secciones de segundo orden con coeficientes reales. Esto se hace factorizando los
polinomios del numerador y denominador en sus raices respectivas, y luego combinando ya
sea los pares de raices complejas conjugadas, o las raices reales en polinomios de segundo
orden. Por ejemplo, para la funcion de transferencia H(z) = P(z)/D(z) expresada como se
muestra a continuacion:

H()— ROP@RQ) 1127
D,(2)D,(2)D4(2) -

se pueden obtener diferentes realizaciones en cascada de H(z) apareando diferentes
polinomios de polos y ceros, o simplemente combinando el orden de las secciones. Sin
embargo, en la practica, debido a los efectos de la longitud de palabra finita al procesar los
valores numeéricos de las variables y coeficientes del filtro, cada realizacién en cascada se
comporta diferente de las otras, ain cuando dichas realizaciones correspondan a la misma
funcién de transferencia H(z).

Generalmente, los polinomios se factorizan como productos de polinomios de
primer y segundo orden. En este caso H(z) se puede expresar como:

H(z) = pol‘[(“ﬂlkz_1 +ﬁ2kz_jj (11.2.8)

c\ I+, 2t +ayz

donde, ok = Sk = 0 para un factor de primer orden.

242



Una funcién de transferencia de tercer orden, se construye con la conexion en
cascada de un factor de primer orden y uno de segundo orden, como Se muestra a
continuacion:

H(z) = po(“ﬂ “ZIJ[“ﬂ w2+ Pl J (11.2.9)

1 ) _
1+ o4,z 1+ 0,77 +a,,t

Cada seccion de primer orden o segundo orden, se realiza mediante la Forma
Directa Il o Forma Canonica, conectandolas posteriormente en serie.

La realizacién en cascada de la funcién de transferencia H(z) presentada en (11.2.9)
se muestra en la Figura 11.11.

Po
. . . ' .
() ) ———— )

z \ V7 1
-0 ﬂ:ll o %2 4 P |

A | Z'l y

@ < L 2 > L

-022 P2

Figura 11.11 Realizacion en cascada de la funcion de transferencia de tercer orden
presentada en (11.2.9)

Ejemplo 11.2.1

El filtro IIR de tercer orden representado en la Figura 11.12, tiene la funcién de
transferencia siguiente:

0.447° +0.362z+0.02  0.44z7*+0.362z° +0.02z"°

H(z)= =
(2) z°+0.42z2+0.182-0.2 1+0.4z1+0.1822-0.22°

X@)— H@ — Y@

Figura 11.12 Representacion de un filtro IIR.
Desarrollar la arquitectura de este filtro mediante las siguientes realizaciones:

(a) Forma Directa Il.
(b) Cascada
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Solucion.

(a) Larealizacion Directa Il se muestra en la Figura 11.13.

x(n)
S
1 {71
-0.4 0.44 y(n)
¢ < \ 4 > — o
1 {1
-0.18 0.362
[ < >
4 V7t
0.2 0.02
[ < L > @

Figura 11.13 Realizacion Directa Il de la funcidn de transferencia de tercer orden H(z)

(b) Factorizando los polinomios del numerador y del denominador de H(z), se obtiene:

H(2)

B 0.447% +0.362z +0.02 _ 0.44+0.362z7* +0.02z7 7z
1-0.4z7"

740472 +0182-0.2 1+0.8z1+0.5272

cuya realizacién en cascada se muestra en la Figura 11.14

x(m), y(n)

Figura 11.14 Realizacion en cascada de la funcion de transferencia de tercer orden
H(2)

11.3 Estructuras basicas para filtros FIR

La funcidn de transferencia de los sistemas causales FIR solo tienen ceros (excepto
por los polos en z = 0), y puesto que los coeficientes del denominador ax son todos cero
(excepto a, = 1), la funcion de transferencia para un filtro FIR de longitud M esta dada por:

M-1

H(z)=b, +bz " +---+by, ;2" =>"b 2™ (11.3.1)

k=0
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que es un polinomio de grado M — 1.

En el dominio del tiempo, la relacion de entrada-salida (ecuacién en diferencias) es:
M-1

y(n) =byx(n)+bx(n-1)+---+b,, ;X("N—M +1) = Zbkx(n —k) (11.3.2)
k=0

Existen varios tipos de estructuras para la realizacion de un filtro FIR: Forma
Directa I, cascada, paralelo, de fase lineal, de muestreo en frecuencia, etc.

Las formas que se presentan en esta seccion para la realizacién de un filtro FIR son:
Forma Directa | y Cascada.

11.3.1 Forma Directa

Cuando los coeficientes de la estructura que se emplea para realizar el filtro,
corresponden precisamente a los de la funcion de transferencia, a esta estructura se le
conoce como Forma Directa, filtro transversal o linea de retardo con derivacion.

Por ejemplo, un filtro FIR de longitud 3 definido por la siguiente ecuacion en
diferencias:

y(n) =b,x(n) +b,x(n—1) +b,x(n—2) +b,x(n—3) (11.3.3)
tiene la funcion de transferencia H(z) que se muestra:

Y(z . - _
H(Z):)(((Z)):bo+b12 '4h,z2+bz7° (11.3.4)

y se puede construir con la estructura de la Forma Directa | que se muestra en la
Figura 11.15. A esta estructura se le conoce también como filtro transversal o linea de
retardo.

x(n) -~ z 4

A 4

bo b]_ b2 b3

” " —*y(n)
Figura 11.15 Forma Directa I para un filtro FIR de longitud 3.

Y
y
y

Una estructura equivalente es aquella cuyo comportamiento de entrada-salida es el
mismo que el de la estructura a la que se hace referencia. Una de las formas de obtener una
estructura equivalente es mediante el método de transposicién, el cual consiste en los
siguientes pasos:
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1. Invertir las trayectorias.
2. Sustituir los nodos de salida (generadores) por sumadores.
3. Intercambiar los nodos de salida y entrada.

Como ejemplo en la Figura 11.16 se muestra la Estructura Transpuesta del filtro de la

Figura 11.15.
-1 -1 -1

A ()

b3 b2 b]_ bO
X(M) o, : : :

Figura 11.16 Forma Transpuesta para un filtro FIR de longitud 3

Las dos estructuras mostradas en las figuras anteriores son candnicas con respecto al
namero de retardos.

11.3.2 Cascada

Para producir una funcion de orden mayor se pueden usar varias secciones
conectadas en cascada. Para lograr lo anterior, se factoriza H(z) como se muestra a
continuacion:

H(z) = boﬁ(1+ Buz™+ Brz?) (11.3.5)

donde K = (M-1)/2 si M es impar, y K = M/2 si M es par con S = 0. La factorizacion de
H(z) se puede hacer con la funcién rotos de MATLAB.

11.4 Efectos de la cuantificacidon de los coeficientes

El resultado del disefio de un filtro es una funcién de transferencia para la que hay
que elegir una estructura de entre muchas. La estructura determina el ruido de
cuantificacion que se genera internamente en el sistema. Ademas algunas estructuras son
mas sensibles que otras a perturbaciones de los coeficientes.

Si la estructura de realizacion es muy sensible a perturbaciones de los coeficientes,
es posible que el sistema no satisfaga las especificaciones iniciales de disefio, o si el sistema
es IR podria convertirse en inestable.

De los estudios de sensitividad para sistemas IIR se ha encontrado que las formas

cascada y paralelo son menos sensibles que las formas directas. Por esta razon se usan
poco las formas directas, excepto para sistemas de segundo orden.
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Sin embargo, para sistemas FIR, la forma directa es la que mas se usa. La razon es
que para la mayoria de los filtros lineales FIR, los ceros estdn mas o menos distribuidos
uniformemente en el plano z.

Frecuentemente el mejor método es simular el sistema y medir su desempefio. Por
ejemplo, para analisis de errores, se elige la longitud de palabra tal que el sistema sea una
realizacion suficientemente precisa del sistema, y que al mismo tiempo requiera de minima
complejidad de hardware o software.
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