2  Sefales en tiempo discreto

Dentro de los distintos tipos de sefiales existentes, solo se estudiaran las sefiales en
tiempo discreto o sefiales discretas. Las sefiales continuas que se tomaran como base para
explicar algunos conceptos como el muestreo, frecuencia analdgica y digital, etc. se
caracterizan por ser funciones continuas de una variable independiente, generalmente el
tiempo. A estas sefiales también se les llama sefiales analdgicas.

En este capitulo se presenta la definicion de sefiales discretas y de algunas
secuencias basicas para el estudio del procesamiento digital de sefiales. Dentro de estas
secuencias bésicas, se incluyen la secuencia impulso unitario y la secuencia exponencial
compleja (secuencias sinusoidales), las cuales constituyen el fundamento para la
representacion de las sefiales y sistemas discretos. Finalmente se presenta una clasificacion
de las sefiales en tiempo discreto, basada en las propiedades de las mismas.

2.1 Definicion de sefales discretas

En la mayoria de las aplicaciones de los sistemas de procesamiento digital de
sefiales, se requiere procesar sefiales analdgicas, por lo cual es necesario tomar muestras de
dichas sefiales a determinados intervalos de tiempo, generando de esta manera lo que se
conoce como sefiales discretas, las cuales después de cuantificarlas o convertirlas a un
formato digital, se les llamara sefiales digitales.

En la Figura 2.1 se presenta un sistema que permite emplear un bloque muestreador
para muestrear una sefial analdgica x,(t) mediante una sefial de muestreo s(t), obteniendo
una sefial de tiempo discreto x(n), la cual, a su vez, se aplica a un bloque
cuantificador/codificador para obtener la sefial digital x4(n).

x4(n)
Xa(t) x(n) 0000 0000
0100 1010
0111 1111
0100 1010
t —»| MUESTREADOR |, n—| CUANTIFICADOR | | 00000000
1100 1010
I 11111111
1100 1010
s(t) 0000 0000

. t

Figura 2.1 Sistema de conversion de una sefial analdgica x,(t) a un sefial xq4(n)
con formato digital.




Aungue mas adelante se tratard con mayor detalle el tema del muestreo, en este
momento se definird una sefial discreta x(n) como una funcion discreta de una variable
independiente discreta, es decir, es una funcién que tomaré valores definidos solamente en
ciertos instantes de tiempo. Se hace notar que, a diferencia de las sefiales continuas en la
cual la variable independiente también es continua (el tiempo t), en las sefiales discretas la
variable independiente sera un multiplo entero de una cierta unidad de tiempo T constante,
lo cual se representard con la notacion nT, donde T podra tener cualquier valor (por
ejemplo: 1 seg., 0.23 seg,. 1 hr., 1 mseg., 30 hrs., 2 dias, etc.), mientras que n siempre sera
un ndmero entero (—oo<n<oo). Si solamente se usa el indice n como variable
independiente, entonces la sefial asi representada se convierte en una funcion de una
variable entera, también llamada secuencia de nimeros.

Como ejemplo, en la Figura 2.2 se muestra la funcion escalon unitario de tiempo
continuo definido como u,(t), la cual tendra su contraparte como funcién escalén unitario
de tiempo discreto u,(nT). Como la unidad de tiempo T generalmente es constante y
conocida para una determinada aplicacion, la notacién empleada nT se suele sustituir
unicamente con la variable independiente n. Entonces, la secuencia escaldn unitario tendra
la notacion u(n).

Ua(t) Us(nT) = u(n)
1 1
—» MUESTREADOR —
- > t n
T -4 -2 n ? a4
s(t)

-4 -2 n 2 A: t
o ber
Figura 2.2 Funcidn escalon unitario de tiempo continuo u,(t) y de tiempo discreto u(n)
Es importante aclarar que no necesariamente las sefiales de tiempo discreto siempre

deben obtenerse del muestreo de sefiales analdgicas. Las sefiales de tiempo discreto pueden
generarse de manera independiente.

2.2 Secuencias basicas

A continuacion se presenta la definicion y la grafica correspondiente de algunas
secuencias basicas Utiles para el estudio de las sefiales y sistemas discretos.

1. Secuencia impulso unitario (Figura 2.3a):

1, para n=0

5(n)5{ (2.2.1)

0O, para n=0
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2. Secuencia escalon unitario (Figura 2.3b):

u(n)z{l’ para n>0 (2.22)

0, para n<0

3. Secuencia rampa (Figura 2.3c):

n, para nx>0
u(my=4" P (2.2.3)
0, para n<0

ur(n)

R2-1012 1%

(c)

Figura 2.3 Secuenuas béasicas: (a) |mpulso unitario; (b) escaldn unitario y (c) rampa
4. Secuencia exponencial
x(n)=a" (2.2.4)
Si a es real, entonces la secuencia x(n) sera una secuencia real. Las representaciones

graficas de la secuencia x(n) para diferentes valores reales del parametro a, se
muestran en la Figura 2.4.

x(n) =a" x(n) = a"
0<a<1
!
M Trge ., @ t‘il’iim |
| ﬂ@=¥ X(n) =a"
-1<a<0 a<-1

ol o!

© T P < @ ¢ 9 T
TP T

Figura 2.4 Representaciones de la funcion exponencial x(n)=a" para diferentes
valoresrealesde a: (a) 0<a<1;(b)a>1;(c)-1<a<0y
(da<-1
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5. Secuencia sinusoidal real (Figura 2.5a)
X(n) = Acos(ampn + ¢) (2.2.5)

La representacion grafica de la expresion anterior se muestra en la Figura 2.5a, para
el caso particular en el cual ey =n/6y ¢=0.

6. Secuencia exponencial compleja (Figra 2.5b)
x(n) = Ae' ™ = Acos(w,n + @) + jAsIN(w,n + @) (2.2.6)

Esta secuencia, por ser compleja, se puede representar mediante sus componentes
real e imaginaria, como se muestra en las siguientes expresiones:

X, (N) = Re{x(n)} = Re{Ae’ "} = Acos(w,n + ¢) (2.2.7)
X, (n) = Im{x(n)} = Im{Ae ™9} = Asin(w,n + #) (2.2.8)

La representacion gréfica de las expresiones anteriores se muestra en la Figura 2.5b,
para el caso particular en el cual oy = /6y ¢=0.

x(n)=Acos(nm/6)
A

o o 0111
2 $l1l o “”J’lllfiL

(a) Secuencia sinusoidal real

Re{x(n)}¥=Acos(nm/6)

AfIicélllévalTivililic?T,

Im{x(n)}=Asin(nn/6)

A-TTTTTg 5_10 ATTTTTA 2 2
RO G

(b) Secuencia exponencial compleja

-A

()

Of\

Figura 2.5 Representacion grafica de: (a) secuencia sinusoidal real: x(n) = Acos(nn/6);
(b) secuencia exponencial compleja: x(n) = ™
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La representacion matematica correspondiente a las componentes real e imaginaria
de la secuencia exponencial compleja: x(n) = €™°, mostradas en la Figura 2.5b, es
la siguiente:

X (N) = Re{e!™®}=cos(m/6) ]
(2.2.9)
X, (n) = Im{e! ™} = sin(zn / 6)

2.3 Lasecuencia impulso

La secuencia impulso resulta ser la secuencia mas importante en el estudio del
procesamiento digital de sefiales, debido a que constituye el fundamento de las sefiales y
sistemas discretos. Por lo anterior, una buena comprension del comportamiento de dicha
secuencia, ayudara en el estudio de las sefiales y sistemas discretos.

Como se presento en la seccion anterior, la secuencia impulso se define como:

an)

1, =0
. i 5(n)s{ para (2.3.1)
n 0, para n=0

-4 -2 0 2 a4

es decir, la funcién 8(n) tendra el valor de “1” solamente cuando su argumento n tenga el
valor de 0. Por lo tanto, si el argumento fuera una expresion (por ejemplo: n+3), entonces la
funcién 8(n+3) tendra el valor de “1” cuando n tenga el valor de -3 (debido a que para este
valor de n, el argumento de la funcion 6(n+3) toma el valor de cero). Para este ejemplo, la
secuencia impulso quedara desplazada tres unidades a la izquierda en la recta numérica (eje
de la variable independiente entera n), como se muestra en la Figura 2.6a.

Este comportamiento de la secuencia impulso permitira representar cualquier sefal
discreta (secuencia discreta), mediante la suma ponderada de varias secuencias impulso.
Suma ponderada significa que la amplitud (el valor de “1” unidad de la secuencia impulso),
se multiplicara por un coeficiente cuyo valor correspondera a la secuencia discreta que se
quiera representar. Como ejemplos se muestran dos secuencias expresadas como sumas
ponderadas de la funcion impulso en las Figuras 2.6b y 2.6c.

Para poder generalizar la representacion de cualquier secuencia, la secuencia de la
Figura 2.6b se puede representar como:

X(n)=a30(n+3) + a;8(n-1) + axd(n-2) + a46(n-4) ;  conas=2, a;=1, a;=-3y a4=-2

y en general, cualquier secuencia se representara mediante la expresion general:
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x(n)
1

n
4 2 0 2 4

(@) x(n) = 5(n+3)

x(n)

4 -2 n 2 a4

(c) u(n)=5(n) +-8(n-1) +3(n-2) + 3(n-3) + 6(n-4) + ...

Figura 2.6 Representacion de secuencias discretas mediante la suma ponderada
de secuencias impulso

o0

x(n) = > x(k)s(n—k) (2.3.2)

k=—o0
Por ejemplo, la secuencia escalon unitario de tiempo discreto se expresara como:
u(n)
) u(n) =3 5(n-k) (2.3.3)
k=0

2.4 Sefales sinusoidales continuas y discretas

Cuando se trabaja con sefales sinusoidales continuas, la frecuencia se define en
funcién de la variable independiente, que en este caso esta representada por el tiempo
continuo t. La frecuencia se define, por lo tanto, como el nimero de ciclos de la sefial
sinusoidal por unidad de tiempo, la cual generalmente es el segundo. Asi, la frecuencia de
dichas sefales se expresara en unidades de radianes/segundo 6 ciclos/segundo (1 ciclo = 2n
radianes).
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Por ejemplo, la sefial sinusoidal x,(t)=A cos(£2 t)=A cos(2xFt), tiene una frecuencia
de Qrad/seg 6 F ciclos/seg, donde el rango de frecuencia valido para estas sefiales es desde
0 hasta oo, es decir: 0 < 2 < oo rad/seg, 6 0 < F < oo ciclos/seg. Para algunos analisis
matematicos, se consideraran también frecuencias negativas, por lo cual el rango de
frecuencias para las sefiales sinusoidales se extendera en dichos casos desde -co hasta +oo,
como se muestra en la Figura 2.7.

....... [\\]{\\] /\\/ %0 /\/ [\U[\U o
SR S SRS S S S S

...... R R k] b i 3 =
Figura 2.7 Efecto de la frecuencia en una sefial sinusoidal de tiempo continuo X,(t)

Para comprender el concepto de frecuencia en las sefiales sinusoidales discretas, es
necesario observar como se encuentra definida la variable independiente en este tipo de
sefiales. La variable independiente para las sefiales sinusoidales discretas es siempre un
multiplo entero n de una cierta unidad de tiempo T seleccionada, es decir, en este caso la
variable independiente nT no sera una variable independiente continua, sino una variable
independiente discreta periddica con periodo T. En la mayoria de los casos esta variable
independiente periddica T (constante para una aplicacién determinada), corresponde al
periodo de muestreo utilizado para muestrear una cierta sefial (analdgica 6 digital), como se
indica en la Figura 2.8, y la frecuencia asociada a este periodo de muestreo se le conoce
como frecuencia de muestreo.

Xa(t) x(n)

» t —» MUESTREADOR |— n

J\LT/ o Ak
funy
Ak

Figura 2.8 Muestreo de una sefial sinusoidal analdgica con una frecuencia
de muestreo 1/T.

Es importante resaltar que la frecuencia es un parametro que se define de manera
relativa a la variable independiente utilizada. Por lo tanto, la frecuencia de sefiales
sinusoidales discretas se define como el nimero de ciclos de la sefial sinusoidal por unidad
de tiempo discreto (nT o simplemente n, ya que T es constante). En este caso, a la unidad de
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tiempo discreto (n), se le llamara una muestra (lo andlogo a un segundo para las sefiales
sinusoidales continuas). Asi, la frecuencia de dichas sefiales se expresara en unidades de
radianes/muestra O ciclos/muestra, teniendo siempre presente que la palabra muestra se
refiere a la unidad de tiempo discreto (n), o equivalentemente al periodo de muestreo
normalizado (Tn/T).

Por convencidn, la frecuencia de sefiales sinusoidales continuas se representara con
la letra 2 (radianes/segundo) 6 F (ciclos/segundo), mientras que la frecuencia de sefiales
sinusoidales de tiempo discreto se representara con la letra @ (radianes/muestra) ¢ f
(ciclos/muestra).

Por ejemplo, la sefial sinusoidal de tiempo discreto x(n)= Acos(w n) = Acos(2xfn),
tiene una frecuencia de o rad/muestra ¢ f ciclos/muestra, donde el rango de frecuencia
valido para estas sefiales es desde 0 hasta =, es decir: 0 < w < © rad/seg, 6 0 < f < 1/2
ciclos/seg. Esta restriccion en el rango de frecuencia, la cual es una propiedad de las sefiales
en tiempo discreto, se explicard con mayor detalle en la siguiente seccion. Para algunos
andlisis matematicos, se consideraran también frecuencias negativas, por lo cual el rango de
frecuencias para las sefiales sinusoidales de tiempo discreto se extendera en dichos casos a
< w<n(-1/2<f<1/2)6de 0 < w<2n (0 <f< 1), como se muestra en la Figura 2.9.

(n) % T )

| | l

I I I ' I I I I I i i > W
-7 -n/2 0 T

Figura 2.9 Efecto de la frecuencia en una sefial smusmdal de tiempo discreto x(n)

2.5 Propiedades de las sefiales sinusoidales en tiempo discreto

A continuacion se presentan algunas propiedades de las sefiales discretas periodicas.
Estas propiedades son utiles para el estudio de las sefiales y sistemas discretos en el
dominio de la frecuencia, es decir, para conocer el comportamiento en frecuencia de dichas
sefiales y sistemas.

1. Una sefal sinusoidal en tiempo discreto es periddica solo si su frecuencia f es
un ndmero racional.

Una sefial discreta x(n) sera periodica con periodo fundamental N si se cumple que
x(n) = x(n+N), para todo n con N entero mayor que cero. Por lo tanto, para que una
sefial sinusoidal con frecuencia f, sea periddica, se debe cumplir lo siguiente:

cos(2nfo(N+n)+¢) = cos(2nfon+¢) (2.5.1)
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lo cual solo ocurrira cuando exista un numero entero k que satisfaga la relacion
2nfoN = 2km, porque al desarrollar la parte izquierda de la expresion (2.5.1)
utilizando identidades trigonométricas, se obtiene lo siguiente:

cos(2nfo(N+n)+¢) = cos((2nfon+¢@)+2nfoN)
= cos(2nfon+g)cos(2nfoN)-sin(2rfon+ @)sin(2xfoN)

ahora, como se debe cumplir que 2xfoN = 2k=, con k entero, entonces resulta:
cos(2nfo(N+n)+¢) = cos(2nfon+g)cos(2nk)-sin(2rfon+g@)sin(2rk)

y como cos(2nk) = 1y sin(2rnk) = 0 para cualquier k entero, se llega finalmente a la
expresion (2.5.2):

cos(2xnfo(N+n)+g@)=cos(2nfon+¢)(1)-sin(2xfon+ @) (0)=cos(2nfon+¢) (2.5.2)
Una expresion equivalente a la condicién anterior 2nfoN = 2kn, seré:
fo=k/N (2.5.3)

donde k y N son nimeros enteros, y fo por lo tanto se expresara como un numero
racional, es decir, como el cociente de dos enteros.

Ejemplo 2.5.1

Determinar si las siguientes sefiales son periddicas y, en caso de que lo sean, obtener su
periodo fundamental:

(@) x1(n) =sin(0.05xn), para -oo < n < oo.
(b) x»2(n) =sin(0.6n), para -co < n < oo,

Solucion.
Para determinar si las sefiales son periddicas, se debe buscar un ndmero entero k que
satisfaga la expresién dada en (2.5.3), de tal manera que la frecuencia de cada sefial se

pueda representar como el cociente de los dos nimeros enteros k y N.

(@) En la expresion x;(n) = sin(0.057n), se observa que ay = 0.057. Por lo tanto, aplicando
la expresion dada en (2.5.3), resulta:

2nfo = 2nk/N, o0 bien: ay = 2nk/N

Entonces, despejando N y sustituyendo valores numéricos queda:

17



18

27K
0.057

N = =40k

Por lo tanto, la condicion anterior se cumple para k = 1 (entero), lo cual significa que la
sefial x;(n) es periddica y su periodo fundamental N es de 40 muestas. La gréfica
correspondiente a la funcion x;(n) puede observarse en la Figura 2.10a, la cual se
realizé en MATLAB con el Programa 2.5.1 que se encuentra en el Apéndice A.

(b) En la expresidn x»(n) = sin(0.06n), se observa que ap = 0.06. Aplicando nuevamente la
expresion dada en (2.5.3), resulta:

27K
N=—""_=nunca es entero
0.06

Por lo tanto, no existe un valor de k (entero) para el cual se obtenga un valor de N
entero, lo cual significa que la sefial x,(n) no es periddica. La gréfica correspondiente a
la funcién x,(n) puede observarse en la Figura 2.10b, , la cual también se realiz6 en
MATLAB con el Programa 2.5.1 que se encuentra en el Apéndice A.

(a) Sefial periddica: x1 = sin(pi*n/20)

1 "G %
ST 11T
ol o o(g? %
0.5
e il TTﬁz, , j’TT & |
= é‘Ll l(ch é‘Ll l(ch
-0.5
o} ) [0) )
) ) o )
B gl gallIN:g
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
(b) Sefial no periédri]ca: X2 = sin(0.6*n)
1 v O (oY N (6] g
( o ()O 5 ol? 5 ol o Qe
0.5 ¢ ¢
¢
13 010
-0.5 S
1 OVO g o o) O,VO o0 O,O O D
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Figura 2.10 Sefiales sinusoidales de tiempo discreto: (a) secuencia periodica
y (b) secuencia no periddica

Obsérvese en la Figura 2.10b que, aunque la envolvente de la sefial sinusoidal de tiempo
discreto aparentemente es periddica, no existe un nimero entero N (periodo fundamental)
para el cual un par de muestras tengan el mismo valor de manera periddica.



2. Las sefales sinusoidales discretas cuyas frecuencias estén separadas por un
multiplo entero de 2w, son idénticas.

cos(( mp*2m)n+g)=cos(won+¢) (2.5.4)

Al desarrollar la expresion (2.6.4) se obtiene lo siguiente:

cos((mpt2m)n+g)=cos(apn+2mn+¢@)= cos((awpn+¢@)+27n)
=cos(apn+@)cos(2nn)-sin( apn+d)sin(2zn)
= cos(ampn+¢)(1)-sin(apn+¢)(0)

por lo tanto, queda demostrada la expresion (2.5.4):
cos((ao+2m)n+g)=cos(won+g)

Esta expresion implica que todas las sefiales sinusoidales discretas cuyas
frecuencias sean maltiplos entre si por un factor de 2x seran identicas, es decir, las
siguientes sefiales sinusoidales xx(n):

xk(n)= Acos(axn + ¢), k=0,123,... ; ex=an+2nk ; -t<an<m

son idénticas.

Ejemplo 2.5.2

Graficar las siguientes sefiales sinusoidales de tiempo discreto:

(@) x1(n) =sin([0.1x]n), para -co < n < oo,
(b) x2(n) =sin([0.1% + 27]n), para -co < n < oo,

Solucién.

La funcion x;(n) = sin([0.1x]n) tiene una frecuencia an = 0.1 y su gréfica se muestra en la
Figura 2.11a, mientras que la funcién x,(n) = sin([0.1x + 2x]n) tiene una frecuencia @, =
0.1n + 2 = @ + 27 y su gréafica se muestra en la Figura 2.11b. Obsérvese que ambas
sefiales sinusoidales son idénticas. Las graficas se realizaron en MATLAB con el Programa
2.5.2 que se encuentra en el Apéndice A.
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(@) x1 = sin(0.1*pi*n)
1 TP TP
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n
(b) x2 = sin((0.1*pi+2*pi)*n)
1 € () § €
Q () Q Q
05h-2 Q@ Q Q@

Is f I !

x2(n)
Q
G_
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-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 2.11 Sefales sinusoidales de tiempo discreto con sus frecuencias separadas
un multiplo entero de 2%

3. Las sefales sinusoidales discretas tendran una frecuencia maxima cuando a=n
(0 @=-m).

Una propiedad importante de las sefiales discretas, la cual las distingue de las
sefiales analdgicas, es que su frecuencia sélo puede variar de -n radianes/muestra a
+n radianes/muestra (—1/2 ciclos/muestra a +1/2 ciclos/jmuestra). Esta restriccion
se explica a continuacion.

Partiendo de una sefal sinusoidal de tiempo continuo como la que se indica en
(2.5.5):

Xa(t) = Acos(£X + ¢) = Acos(2nFt + ¢) (2.5.5)

se muestrea cada T segundos (frecuencia de muestreo Fs = 1/T), obteniendo la sefal
sinusoidal de tiempo discreto mostrada en (2.5.6) y (2.5.7).

X, (nT) = x(n) = Acos(QnT +¢)
= Acos(27FnT + ¢)
27Fn
+4)

= Acos(27fn + @) (2.5.6)

= Acos(



= Acos(on + ¢) (2.5.7)

Obsérvese en (2.6.6) que la nueva frecuencia digital f esta definida como el cociente
de la frecuencia de la sefial analogica original F y la frecuencia de muestreo Fs, es
decir, la frecuencia f se puede definir como la frecuencia F de la sefial analdgica
relativa a la frecuencia de muestreo Fs, esto es:

f=r (2.5.8)

S

Para la funcién sinusoidal dada en (2.5.6), con ¢ = 0 para facilitar el analisis del
comportamiento de dicha funcion, se observa que al variar la frecuencia relativa f
desde 0 a valores positivos, se obtienen diferentes valores (submultiplos) del
argumento 2zn, con lo cual se generan sinusoidales muestreadas cuya tasa de
oscilacién va aumentando, como se muestra en la Figura 2.12 para cuatro valores de
la frecuencia f: 0, 1/16, 1/8 y 1/2. Las graficas se realizaron en MATLAB con el
Programa 2.5.3 que se encuentra en el Apéndice A.

f=0 f=1/16
1.5 1.5
1 PR e X 1@y 050)
© o [® [€)
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@ 0 g o © 4 ©
x x
0 os—tifh ol
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1 ] S—C 0
-1.5 -1.5
0 10 20 30 0 10 20 30
n n
f=1/8 f=1/2
15 15
1¢ @ @ 1099 @G @ PO
© Q! 0] (0] o]0}
0.5 0.5
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-1 O © © © -1 1000006000 0000DO
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Figura 2.12 Efecto de la frecuencia en una sefial sinusoidal de tiempo discreto
x(n) = cos(2xnfn) en el intervalo 0 <f<1/2

En la figura anterior se puede observar que para el valor de f = 1/2, se obtiene la
maxima tasa de oscilacion (frecuencia) de la sefial muestreada con respecto a la
frecuencia de muestreo Fs utilizada. Si se aumentara mas la frecuencia F de la sefial
analdgica original (f > 1/2), la frecuencia de la sefial sinusoidal de tiempo discreto
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comenzara a disminuir hasta alcanzar el valor de cero cuando f =1 (F = Fs). Si se
sigue aumentando el valor de F (F > F;y f > 1), la frecuencia de la sefial sinusoidal
de tiempo discreto comenzard a aumentar nuevamente hasta llegar a su valor
méaximo cuando f = 3/2, obteniendo una sefial sinusoidal discreta idéntica a la
obtenida para f = 1/2.

Este comportamiento de las sefiales sinusoidales discretas se debe a la simetria y al
comportamiento ciclico de las funciones sinusoidales (seno y coseno). Por lo tanto,
debido al valor que toma el argumento de la funcién sinusoidal de tiempo discreto
dada en (2.5.6 y 2.5.7), y por lo explicado anteriormente, su maxima tasa de
oscilacion se obtiene cuando la frecuencia w de dicho argumento tiene el valor de
n+ 2nk (1/2 + k para f), con k=0,1,2,3....Cuando k =0 (w = y f = 1/2), se tiene
la maxima frecuencia de la sefial sinusoidal discreta, ya que para valores mayores de
frecuencia se obtienen sefiales sinusoidales de tiempo discreto idénticas a las
obtenidas en el intervalo de 0 < o <t (0 < f < 1/2). De manera similar sucede con
las frecuencias negativas, por lo que el intervalo de frecuencias -t < o < w (-1/2 < f
< 1/2) define el intervalo en el cual se obtienen sefiales sinusoidales discretas
Unicas. El intervalo anterior, llamado rango fundamental, también se puede expresar
como: 0 <f<1060< w< +2m, debido a que en estos intervalos también se pueden
manejar sefiales sinusoidales de tiempo discreto Unicas.

En la Figura 2.13 se muestra la relacion entre las dos formas de expresar la
frecuencia fy o para las sefiales sinusoidales de tiempo discreto.

Figura 2.13 Relacion entre las frecuencias fy .

Para las sefiales sinusoidales en tiempo continuo (xa(t) = Acos({xt + ¢)), conforme
aumenta el valor de 2, la oscilacionde x,(t) va siendo cada vez mayor, a diferencia
de las sefiales sinusoidales de tiempo discreto (x(n) = Acos(apn + ¢)), en las cuales,
al aumentar el valor de @y desde 0 a =, la oscilacion de x(n) ira aumentando,
mientras que Si ap se incrementa desde m hasta 2w, la oscilacion de x(n) ira
disminuyendo. Para esta misma sefial discreta, si la frecuencia ap Se sigue
incrementando desde 2 hasta 3=, la oscilacion de x(n) ira aumentando nuevamente,
y el ciclo se repite indefinidamente. Por lo tanto, las frecuencias () cercanas a 2nk
(con k entero), serén frecuencias bajas, mientras que las frecuencias cercanas a « +
27k seran frecuencias altas, como puede observarse en la Figura 2.14.
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(a) Senal sinusoidal de tiempo continuo: x,(t) = Acos({2t + ¢)
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(b) Sefal sinusoidal de tiempo discreto: x(n) = Acos(aon + ¢)

Figura 2.14 Ejemplo gréfico del comportamiento de la frecuencia en sefiales sinusoidales de
tiempo continuo (a) y de tiempo discreto (b).

2.6 Exponenciales complejas discretas

Las funciones exponenciales complejas discretas son fundamentales en el estudio de
las sefiales y sistemas en tiempo discreto, ya que dichas funciones siempre representan
oscilaciones en el tiempo, con una cierta amplitud y fase.

Las sefiales sinusoidales discretas que se estudiaron en las secciones anteriores, se
pueden considerar como casos particulares de las sefiales exponenciales complejas
discretas, ya que como se menciond en la seccion 2.2, las funciones exponenciales
complejas discretas se pueden representar con sus dos componentes: real e imaginaria,
siendo la parte real de dichas exponenciales a las que se les ha llamado sefiales sinusoidales
de tiempo discreto.

Las propiedades de las sefiales discretas periodicas presentadas en la seccion
anterior, se aplican de la misma manera para las sefiales exponenciales complejas discretas.
A continuacion se presenta un resumen de las propiedades estudiadas en la seccion anterior,
aplicadas a las funciones exponenciales.
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4. Una sefal exponencial compleja en tiempo discreto es periddica sélo si su
frecuencia f es un nimero racional.

Por ejemplo, la siguiente funcion exponencial compleja discreta:
x(n) = e'#" (2.6.1)

serd periodica solo si se cumple que fo = k/N (con k y N enteros). Si x(n) es
periddica, entonces N representa el periodo de la sefial y fy la frecuencia de ésta,
como se expresa en la siguiente relacién:

X(n) — ej27zf0n — ej27zf0(n+N) (262)

5. Las sefales exponenciales complejas discretas cuyas frecuencias estén
separadas por un multiplo entero de 2z, son idénticas.

Esta propiedad se muestra en la siguiente expresion:
ej(Zﬂf0+27Z')n — ej27zf0n (2.6.3)

6. Las exponenciales complejas discretas tendran una frecuencia maxima cuando
o~ (0 o=-T).

La importancia de las funciones exponenciales complejas radica en el hecho de que
mediante una combinacion adecuada de éstas, se puede representar cualquier funcién en el
tiempo continuo o discreto.

Asi como una suma de las funciones impulso puede representar a cualquier
secuencia discreta, una combinacién lineal de las funciones exponenciales complejas
discretas podra representar a esa misma secuencia. Por ejemplo, la secuencia mostrada en la
Figura 2.15, podra representarse de dos maneras diferentes: como una suma ponderada de
la funcion impulso (2.6.4), o como una combinacion lineal de funciones exponenciales
complejas discretas (2.6.5).

x(n)

—(:Tc cTc o—>
012145618

Figura 2.15 Secuencia periddica x(n)
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) 1, n=1+4k
x(n)=>_x(k)s(n—k)=<-1, n=3+4k . k=012.. (2.6.4)
k=0 0, en otro caso

x(n) = ;[e”””’2 —eim?] (2.6.5)

En el ejemplo anterior, se observa que se trata de una sefial periodica con periodo
N = 4, por lo que la frecuencia de la sefial x(n) sera fo = ¥ (an = 7/2), y la expresion (2.6.5)
se puede re-escribir como:

x(n) = ;[e“‘”‘)" - ej‘”°"] (2.6.6)

en donde se observa claramente que la sefial x(n) se puede representar como la combinacion
lineal de dos exponenciales complejas discretas de frecuencias ay y 3ap, también llamadas
componentes espectrales de frecuencia ay y 3axn. La expresion anterior, corresponde a la
representacion en Series de Fourier de sefiales periddicas (Transformada de Fourier para
sefiales no periddicas), tema que se estudiara en capitulos posteriores.

Es importante mencionar que las sefiales discretas siempre se representaran
mediante la combinacion lineal de funciones exponenciales complejas relacionadas
arménicamente, es decir, las funciones exponenciales que aparezcan en la representacion

de la sefial, siempre tendran una frecuencia que serd un multiplo entero de la frecuencia
fundamental de la sefial.

2.7 Clasificacion de sefiales en tiempo discreto

La sefiales en tiempo discreto se pueden clasificar de acuerdo a diferentes criterios.
A continuacion se presentan las clasificaciones mas empleadas en estos apuntes.

1. Seiiales de Energia y de Potencia

Cuando una sefial de volaje en tiempo continuo x(t) se aplica a un resistor de 1 (2, la
energia total disipada en ella sera:

E, = f;| x(t) > dt (2.7.1)

Para el caso de sefiales en tiempo discreto, la energia de una sefial x(n) se define
como:
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= S Ix() (2.7.2)

N=—o0

donde x(n) es una sefial compleja. Si x(n) es una sefial real, entonces la expresion
dada en (2.8.2), se modifica a:

E = > x2(n) 2.7.3)

En las expresiones anteriores, la energia de una sefial puede ser finita o infinita. En
el caso de que la energia de la sefial sea finita (0 < Ex < ), se dice que la sefial x(n)
es una sefial de energia.

La potencia promedio se define como la razén a la que se disipa la energia. Para las
sefiales en tiempo continuo, ésta se define como:

1 )
P, =lim oL L| x(t) |7dt (2.7.4)

donde la cantidad 2L es la longitud de un segmento de la sefial x(t) en segundos.

Para las sefiales en tiempo discreto, la potencia promedio se define como:

P, = lim W Z| x(n) | (2.7.5)

donde 2N + 1 es el nimero de muestras sobre las que se hace el promedio, y x(n) es
una sefial discreta compleja. Si x(n) es una sefial real, entonces la expresion anterior
se modifica a:

P —’!‘I_YEOWZX (n) (2.7.6)

Nuevamente, cuando el valor de la potencia promedio para una sefial discreta x(n) es
finito (distinto de cero), a la sefial se le llama sefial de potencia.

Ejemplo 2.7.1
Calcular la potencia promedio Py para la siguiente secuencia:

X(n) = Asin(nax+¢), para ¥ n.
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Solucion.

Como la secuencia x(n) es real, entonces se sustituye directamente en (2.7.6):

P, =lim
N-x 2N +1

ZAZ sin?(w,n + @)
Aplicando la siguiente igualdad trigonométrica:
. . 1 1
sinasin g = Ecos(oz ) Ecos(oc + /3)
en la cual, para el caso en el que a = , resulta la siguiente expresion:

sina = ;cos(O) - ;cos(2a)

Por lo tanto, aplicando esta Gltima igualdad al argumento de la sumatoria, queda:

A A?
P =—Im 1)——Ilim cos(2m,n +
: 2N%2N+1Z() 2 N 2 Z (2ogn +9)

Desarrollando resulta:

2 2
p A Iim( ! j(2N+1)—A(O)
2 Nowo| 2N +1

Finalmente:

Como la potencia es finita, se trata de una sefial de potencia.

Sefales periddicas y aperiodicas
Una sefial periddica es aquella que cumple con la siguiente expresion:

X(n+N) = x(n) paratodon (2.7.7)
donde el valor mas pequefio de N para el cual se verifica (2.7.7), se le llama periodo

fundamental. Cuando no existe algun valor de N para el cual se cumpla la expresion
anterior, se dice que la sefial es aperiddica.
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3. Sefales pares e impares
Una sefial par es aquella que cumple con:
x(n) = x(-n) (2.7.8)
Una sefial impar es aquella que cumple con:
x(n) = -x(-n) (2.7.9)

En la Figura 2.16 se muestran graficamente una sefial x(n) par (a) y una sefial y(n)
impar (b).

x(n)
19117 n
76 54-3-2-10 12 34 56717
(a)
y(n)

|
-765432!)110]12 34 567

(b)
Figura 2.16 Ejemplo de sefales: (a) par y (b) impar



