9 Transformada Z

La Transformada Z es como su nombre lo indica, una transformacion matematica de
una cierta secuencia existente en el dominio del tiempo discreto n, en una Funcién
Compleja en el dominio de la variable compleja z. La Transformada Z Inversa permite
trasladar los analisis realizados en el dominio de la variable compleja z, al dominio del
tiempo discreto n, como se muestra graficamente en la Figura 9.1

TZ{x(n)}
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Dom_inio de la TZ'l{X(Zn D_ominio de Ia_
variable de variable compleja
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Figura 9.1 Representacion de la Transformada Z directa e inversa en los dominios
de la variable temporal n'y de la variable compleja z

Muchas de las propiedades y comportamientos de las sefiales o sistemas discretos,
se pueden estudiar de una forma mas facil en el dominio de la variable compleja z (a través
de la Transformada Z correspondiente), lo cual justifica el empleo de dicha transformada
para el estudio de las secuencias discretas. Posteriormente, después de analizar al sistema o
a la sefial bajo estudio, se puede regresar al dominio del tiempo discreto n, mediante la
Transformada Z inversa.

Por ejemplo, para una ecuacion en diferencias dificil de resolver en el dominio del
tiempo discreto n, se le puede aplicar la Transformada Z y obtener la funcion de
transferencia correspondiente a dicha ecuacién. Esta funcion de transferencia, existente en
el dominio de la variable compleja z, contendra una cierta cantidad de polos y ceros, cuyas
posiciones relativas en el plano z, permitirdn predecir varias de las propiedades y
comportamientos que tendra el sistema en el dominio del tiempo discreto n. Con lo anterior
se hace notar que, en algunos casos, no sera necesario resolver la ecuacion en diferencias (o
funcién de transferencia), para predecir el comportamiento del sistema.

En este capitulo se presenta la definicion y algunas propiedades y aplicaciones de la
Transformada Z para el estudio de sefiales y sistemas discretos, y su relacién con las
Transformadas de Fourier y de Laplace. Se presentan también aplicaciones de la
Transformada z para resolver ecuaciones en diferencias, estudiar la estabilidad de sistemas,
definir sistemas inversos, y su aplicacion en el estudio de la respuesta en frecuencia.
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9.1 Definicion de la Transformada Z

La Transformada Z (TZ) de una secuencia x(n) se define como:

X(@)= S Xz 9.1.1)

N=—o0

donde z es una variable compleja que se puede expresar como:
7 = rel® (9.1.2)

donde r y o son la magnitud y el angulo de z respectivamente, como se muestra en la
Figura 9.2.

Im{z}

/ L 7=rel®
s Re{z}
\ /plano z

Figura 9.2 Representacion de la variable compleja z en el plano complejo z

La Transformada Z de la secuencia x(n) definida en (9.1.1), es una funcién
compleja X(z) de la variable compleja z, por lo que tanto la funcion compleja como la
variable compleja pueden representarse en coordenadas cartesianas (componentes real e
imagiaria) o coordenadas polares (componentes de magnitud y fase).

La representacion grafica de la funcién compleja X(z) de la variable compleja z
requeriria de un gréafico de cuatro dimensiones, lo cual no es posible, por lo que dicha
representacion debe hacerse en pares de graficas complementarias: |X(z)| vs. zy ZX(z) vs. z
(para coordenadas polares), 6 Re{X(2)} vs. z e Im{X(2)} vs. z (para coordenadas
cartesianas), como se muestra en la Figura 9.3.

Para el caso especial cuando r = 1, resulta:

z=¢® (9.1.3)

Si se sustituye esta expresion (9.1.3) en la ecuacion que define a la TZ (9.1.1), se
obtiene:

X (€)= x(n)e " (9.1.4)
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Figura 9.3 Representacion de los ejes de graficacion de la Transformada Z para
una secuencia x(n): (a) en coordenadas polares y
(b) en coordenadas cartesianas

que es la Transformada de Fourier (FT) de x(n), es decir, la FT es un caso particular de la
TZ, donde la FT corresponde al valor de la TZ evaluada en el circulo unitario (z = €'“) del
plano z, como se muestra en la Figura 9.4.

X (@)l £ZX(2)

A |m{Z} A |m{Z}

7 =¢? 7 = el®
/ > Re{z} / /1 > Re{z}

Figura 9.4 Circulo unitario z = ¢/ en el plano z correspondiente al dominio
de la Transformada de Fourier

Entre las TZ’s mas importantes y Utiles se encuentran las que se pueden expresar
como una funcidn racional dentro de una cierta region de convergencia (ver seccion 9.2),
es decir:

X (2) = '[\')8 (9.1.5)
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En la funcion racional definida anteriormente, los valores de z para los que X(z) =0
son los ceros de X(z), y los valores de z para los que X(z) es infinita, son sus polos. Las
raices de D(z), correspondientes a valores finitos de z, seran los polos de X(z), y de manera
analoga, las raices de N(z) corresponderan a los ceros de X(z). Tanto los polos como los
ceros se pueden representar graficamente en el plano z, mediante los simbolos x y o,
respectivamente, como se muestra a manera de ejemplo en la Figura 9.5.

X@)I ZX(2)
4 Im{z} 4 Im{z}

—0 O > Re{z} —0 > Re{z}

(0]

Figura 9.5 Ejemplo de representacion de polos y ceros en el plano z.

9.2 Regidn de Convergencia (RDC)

Una funcién biunivoca es aquella en la cual el mapeo a través de dicha funcién
(transformada) es uno a uno, es decir, existe una transformacion inversa que permite
recuperar la variable independiente. La TZ es una funcion biunivoca, es decir, existe una
Transformada Z inversa que permite obtener la secuencia original x(n) a partir de X(2),
como se puede observar en la Figura 9.1.

Para que la TZ de una determinada secuencia exista, la sumatoria que aparece en la
definicion (9.1.1) debe converger para un conjunto de valores de z; a este conjunto de
valores se le conoce como region de convergencia (RDC), de aqui que la expresion
completa de la TZ incluya su RDC. En la Figura 9.6 se muestra graficamente un posible
caso de dicha RDC.

Para el caso de la Transformada de Fourier, si la secuencia es absolutamente
sumable, la FT converge a una funcion continua de w. En forma analoga la condicion para
convergencia absoluta de la TZ es:

DX <o (9.2.1)
La convergencia de la serie de potencias en (9.1.1) depende solamente de z, puesto
que |X(2)| < oo si:

S Ixm) | 2] "< o0 9.2.2)
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es decir, la RDC de (9.1.1) consiste en todos los valores de z tales que se satisface la
desigualdad de (9.2.2).

IX(2)] £X(2)
4 Im{z} RDC +  Im{z}
/ > Re{z} / > Re{z}
(@)
Im{z}
/ \(RDC
K/ > Re{z}
plano z
(b)

Figura 9.6 Ejemplo de un posible conjunto de valores de z que conforman la
Regidn de Convergencia (RDC). (a) Representacion de la RDC en un par
de graficas en tres dimensiones; (b) representacion de la RDC
Unicamente en el plano z

9.2.1 Propiedades de la Region de Convergenciade la TZ

Las propiedades de la region de convergencia dependen de la naturaleza de la sefial
especifica. Dado que z = re’®, la convergencia de la TZ depende de que:

Yz <o (9.2.3)
n=0

es decir:
D le Moo (9.2.4)
n=0

de donde se observa que la convergencia solo depende de |z|, el cual corresponde a un
circulo de radio r. En general, la RDC es un anillo centrado en el origen. Este anillo puede
extenderse hacia el origen o hacia infinito dependiendo de la naturaleza de la sefial, como
se indica en la Figura 9.7.
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Figura 9.7 Tres casos diferentes para la RDC de la TZ de tres secuencias diferentes

A continuacion se describen las propiedades de la RDC. Se supone que X(z) es una
funcion racional y que x(n) tiene amplitud finita, excepto posiblemente enn = ooy n = -co.

1. La RDC de X(z) consiste de un anillo en el plano z centrado en el origen.

‘Esta propiedad se justifica por el hecho de que la RDC consiste de los valores de
z = re!” para los cuales x(n)r" tiene una Transformada de Fourier que converge. Por
consiguiente, la convergencia depende solo de r = |z y no de w. Asi que si un valor
especifico de z estd en la RDC, entonces todos los valores de z de igual magnitud (en el
mismo circulo), también estardn en la RDC. Esto asegura que la RDC consistira de anillos
concentricos como se muestra en la Figura 9.8.

Im{z}
DC
Tans oI
N7

Figura 9.8 La RDC de X(z) consiste de un anillo en el plano z centrado en el origen

2. La RDC no contiene polos. Esto se debe a que X(z) en un polo se indetermina y
no converge.

3. Si x(n) es de duracion finita, la RDC es todo el plano z, posiblemente
exceptuandoz=0y z = .

Una secuencia de duracion finita tiene un ndmero finito de valores diferentes de

cero, por lo que la TZ consiste de un namero finito de términos. Para z diferente de cero o
infinito, cada elemento de la suma sera finito y por consiguiente X(z) convergera.
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Ejemplo 9.2.1

Obtener la TZ y la RDC correspondiente para la siguiente secuencia:

x.(n) = x(n), 2<n<6
1 0, en otro caso

Solucion.

Aplicando la definicion de la TZ (9.1.1) a la secuencia x;(n) propuesta, resulta lo siguiente:

X,(2) = ix(n)z‘n =x(2)z2+x(3)z 2 +x(4)z* +x(5)2° +x(6)z"°

N=—o0

Se observa que |X;(z)| < « para toda z, excepto para z = 0, por lo que la RDC de X;(z) sera:

RDC = {z # 0}

En la Figura 9.9 se representa la RDC obtenida.

Figura 9.9 Representacion de laRDCz#0

Ejemplo 9.2.2

Obtener la TZ y la RDC correspondiente para la siguiente secuencia:

X, (n) = x(n), -4<n<l1
2771 0, en otro caso

Solucion.

La TZ de la secuencia x,(n) sera:

X, (2) = X(-4)2* + X(-3)2° + x(=2)2* + (-1 2" + x(0)2° + x(V)z™*
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lo cual implica que [Xx(z)| <o paraz # 0y z # o, por lo que su RDC es:
RDC={z#0yz+#x}

es decir, la RDC es todo el plano z con excepcion de esos dos puntos.

4. Si x(n) es una secuencia lateral derecha, lo cual significa que x(n) = 0 para
n < N; < oo, entonces la RDC de X(z) se extiende hacia fuera desde el polo finito de X(z)
mas externo (es decir, mayor en magnitud), hacia (y posiblemente incluyendo) z = .

En general, para secuencias laterales derechas, la RDC no incluye infinito, sin
embargo, para secuencias causales (N; > 0) la RDC si se extiende hasta infinito.

Ejemplo 9.2.3

Obtener la TZ y la RDC correspondiente para las siguientes secuencias mostradas en la
Figura 9.10:

X1(n) = u(n+2)

S T T | T T T e

n 1 2 R a4 R

s +=—0
—0
y
>

Figura 9.10 Secuencias laterales derechas: (a) N; = -2; (b) N; =2
Solucion.

(@) La TZ de la secuencia mostrada en la Figura 9.10a, se puede expresar de la siguiente
forma:

TZ{ M= +Z" +1+ 72 + 22 +2° +--
=2%(z 427+ 2%+ 42 420+
=22Q+z '+ 2+ 2+ 2420+ )-8

_ -1 -1
:23( _1 1)‘23:23 17i+i =73 f < |=7° —i
1-z2 1-z2 1-z2 z-1
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Por lo tanto:
Z3

TZ nNy=-——

="

De la expresion anterior y por la propiedad No. 4, se observa que la RDC
correspondiente es:

RDC = {1 < |z| < «}

(b) La TZ de la secuencia mostrada en la Figura 9.10b, se puede expresar de la siguiente
forma:

TZ{X,(M}=z"+22+2" +--

=z%0+z +z27% +--)

_2( 1 j 1
=7 =
1-z%) z2(z-1)

Por lo tanto:

1
z2(z-1)

TZ{x,(n)}=

De la expresién anterior y por la propiedad No. 4, se observa que la RDC
correspondiente es:

RDC={|z|>1

Obsérvese que esta RDC si incluye a o.

5.Si x(n) es una secuencia lateral izquierda, es decir que x(n) =0 para
n > N, > -oo0, entonces la RDC de X(z) se extiende hacia adentro a partir del polo de
X(z) diferente de cero mas interno (es decir, de menor magnitud), hacia (y
posiblemente incluya) z = 0.

En general, para este tipo de secuencias, la RDC no incluye z = 0. Para secuencias

anticausales, la RDC si incluye z = 0.

Ejemplo 9.2.4

Obtener la TZ y la RDC correspondiente para la secuencia lateral izquierda siguiente:

x(n)=—@1/2)"u(-n-1) - 1/3)"u(-n-1)
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Solucion.

La TZ de la secuencia x(n) propuesta esta dada por la suma algebraica de las 7Z’s de cada
uno de sus términos, como se indica a continuacion:

X(2) = X4(2) + X2(2)

donde las TZ’s respectivas se pueden obtener de la Tabla 9.2 (Seccion 9.7), teniendo los
siguientes resultados:

YA
X.(2)= . |zlk1/2
D=
y
X, (2)=—2—  |z|<13
2 z-1/3 '

Evaluando finalmente la expresion correspondiente para X(z), resulta:

X (2) = 22(z-5/12)
(z-1/2)(z-1/3)

cuya RDC es |z| < 1/3, que es la interseccién de las RDC'’s correspondientes a las 7Z’s Xy(2)
y X2(2), para el caso de N, =-1.

En la Figura 9.11 se representa la RDC resultante.

Im{z}

RDC;: 2| < 1/2

/ RDC,: |z] < 1/3
(&Y Re{z}

~““"\'RDC = RDC,; ~ RDC,
(2l <1/3)

plano z

Figura9.11 La RDC de X(z) consiste de la interseccion de las RDC'’s
correspondientes a X1(z) y X2(2)

6. Si x(n) es una secuencia bilateral, es de duracion infinita y no es una
secuencia lateral derecha ni izquierda, la RDC para esta sefial compuesta incluye la
interseccidn de las RDC’s de las componentes laterales izquierda y derecha. Si no hay
traslape entre las RDC’s, la TZ no existe. Si no hay cancelacion de polos y ceros, la
RDC es exactamente la interseccion de las RDC’s individuales.
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La RDC es un region anular (anillo, dona) en el plano z acotada en el exterior y en el
interior por polos finitos.

Ejemplo 9.2.5

Obtener la TZ y la RDC correspondiente para la secuencia bilateral siguiente y cuya
representacion grafica se muestra en la Figura 9.12:

x(n) =—u(-n-2)+@/3)"u(n)
x(n) = -u(-n-1) + (1/3)"(n)

Figura 9.12 Secuencia bilateral
Solucion.

La TZ para la secuencia bilateral x(n) propuesta esta dada por la suma algebraica de las 7Z’s
de cada uno de sus términos, como se indica a continuacion:

X(2) = Xa(2) + Xo(2)

Donde:

X, (2)=-2 , |zl

! z-1 '

y

X, ()=~ 12[>1/3
? z-1/3 '

Evaluando finalmente la expresion correspondiente para X(z), resulta:

X (2) = 22(z-213)
(z-D(z-1/3)

cuya region de convergencia es la region anular 1/3 < |z| < 1, que es la interseccion de las
RDC'’s correspondientes a las 7Z’s X1(z) y X»(z), como se muestra en la Figura 9.13
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Im{z}

RDC;: |z7]<1
RDC;: |z| > 1/3

(] .
\ [z 1 etz

RDC = RDC; n RDC,
(13<z|<1)

plano z

Figura 9.13 La RDC de X(z) consiste de la interseccién de las RDC'’s
correspondientes a X;(z) y Xz(z)

Ejemplo 9.2.6
En la Figura 9.14 se muestra el diagrama de polos y ceros correspondiente a la

Transformada Z de una cierta secuencia. Analizar dicho diagrama con relacién a las
posibles regiones de convergencia y las secuencias asociadas a éstas.

2+ Im{z}
z]=1
lzZ <1 |z > 1
» Re{z}
13 1 2 3
plano z

Figura 9.14 Diagrama de polos y ceros correspondiente a la TZ de una cierta secuencia
Solucién.

Al analizar el diagrama de polos y ceros de la Figura 9.14, se pueden mencionar los
siguientes casos:

1. Sila RDC esta dada por 1/3 < |z| < 2 se tiene una secuencia bilateral, puesto
que la RDC es una region anular.

2. Pueden existir dos secuencias bilaterales, dependiendo de la RDC. Una dada
por 1/3 <zl <2y laotrapor2<|z < 3.

3. La RDC asociada con una secuencia lateral izquierda, se mueve hacia el
interior desde el polo mas interno, es decir, del polo z = 1/3, y la RDC esta
dada por |z| < 1/3.

4. LaRDC asociada con una secuencia lateral derecha, se mueve hacia el exterior
desde el polo més externo. Puesto que el polo méas externo estd en z = 3, laRDC
esta dada por [z] > 3.
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7. Existe cuando menos un polo en la frontera de la RDC de una TZ X(2)
racional.
8. La RDC es una region continua.

En la Figura 9.15 se muestran las RDC'’s para secuencias laterales derecha, izquierda y
bilateral.

Im{z} Im{z}

\ /RDC /YDC
*Re{z} »Re{z}
\J K/ plano z

plano z
RDC para la TZ de una RDC para la TZ de una
secuencia lateral derecha secuencia lateral izquierda

Im{z}

Ve
\/ plano z

RDC para la TZ de una
secuencia bilateral

Figura 9.15 Regiones de convergencia

9.3 Algunas propiedades de la Transformada Z

Las propiedades de la TZ son muy Utiles para analizar sefiales y sistemas discretos.
Se usan frecuentemente en conjunto con las técnicas para evaluar la Transformada Z
inversa, para resolver problemas mas complejos. Se usan también para resolver ecuaciones
de diferencias de coeficientes constantes. A continuacion se presentan algunas de las
propiedades mas usadas, sin embargo, no se realiza una demostracion formal de cada una
de ellas.

1. Linealidad

La TZ es una transformada lineal, es decir:
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X (2) = Z{ax,(n) +bx, ()} = aX, (z) +bX,(z) (9.3.1)

donde a y b son constantes. Esta propiedad se deduce directamente de la definicion de la
TZ. La RDC de X(z) contiene la interseccion de las RDC'’s de X1(z) y X»(z). En particular, si
no hay cancelacion de polos y ceros, entonces la RDC de X(z) es exactamente igual a la
interseccion de las RDC'’s de X1(z) y X2(z). Hay secuencias para las que la TZ no existe,
puesto que no hay puntos en el plano z donde la transformada converge, es decir, la RDC de
la TZ es el conjunto nulo.

2. Corrimiento en el tiempo

Dada una secuencia x(n), una version desplazada en tiempo de x(n), es decir,
y(n)=x(n-no), donde ny es un entero, tiene como transformada:

Y(2) =TZ{x(n—ny)}=2"X(2) (9.3.2)
La region de convergencia estd dada por: (RDC)yy = (RDC)x() excepto por la
posible adicion o supresion de z = 0 0 z = o. Esto puede ocurrir debido a que z™ puede

cambiar el nimero de polos en z =0 0 en z = . Esta propiedad se deduce partiendo de la
expresion para la TZ:

Y(z)= D x(n-ny)z™" (9.3.3)
Haciendo el siguiente cambio de variables, m = n — no, se obtiene:

Y(z)= ix(m)z‘(m“‘“

M=—o0

=z ix(m)z’m (9.3.4)
De donde se puede ver de (9.3.4) que:
Y(z)=2"X(2) (9.3.5)

Esta propiedad junto con otras propiedades es valiosa para evaluar la Transformada
Z inversa.
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Ejemplo 9.3.1
Obtener la Transformada Z inversa de la expresion dada a continuacion:

1
z-1/3

X(2)= , |z|>1/3

Solucion.

El célculo de la Transformada Z inversa se puede realizar de dos formas diferentes para
este ejemplo, las cuales se presentan a continuacion.

1. La primera forma para obtener la Transformada Z inversa, consiste en efectuar la
division de la expresion propuesta, resultando lo siguiente:

3z
z-1/3

X(z)=-3+

La transformada Z inversa se puede obtener directamente usando la Tabla 9.2
(Seccion9g.7):

x(n) = -38(n) + 3(1/3)"u(n)

2. La segunda forma consiste en re-escribir la expresion propuesta factorizando z*, con lo
cual se obtiene lo siguiente:

qJ z
X(2)=2 (z—l/Bj

Aplicando la propiedad de corrimiento en tiempo a la expresion resultante, se
obtiene el resultado final:

x(n) = (1/3)"*u(n-1)
Se puede demostrar que las expresiones finales para x(n) obtenidas en cada procedimiento
son equivalentes.
3. Multiplicacion por una secuencia exponencial

Dada una secuencia x(n) con TZ X(z), si se multiplica por una secuencia
exponencial, y se forma la secuencia y(n)=zyx(n), entonces su transformada esta dada
por:

Y(2) =TZ{z0x(n)}= x(zzj (RDC)yvy = [2o(RDC)xy ~ (9.3.6)

0
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La notacion |zo|(RDC)x,) significa que la RDC de X(z) se escala por |z|. Esta
propiedad se puede deducir directamente de la definicion de la TZ dada en (9.1.1), es decir:

Y(2) = izgx(n)z‘”

o0 Z -n
i_zf‘”’(zo]

z
Y(z)= X[J (9.3.7)
ZO
Ejemplo 9.3.2
Obtener la Transformada Z de la secuencia x(n) = a"u(n) con 0 < a < 1.
Solucion.

Se sabe que la TZ de la secuencia x(n) = u(n) esta dada por:

X(2)=-2_ , |zp1
z-1

Si ahora se forma la secuencia propuesta x(n) = a"u(n), 0 < a < 1, se obtiene finalmente:

zla z 1
zla-1 z-a 1-az™

Y(2)=X(z/a)= , |zl

Ejemplo 9.3.3

Obtener la Transformada Z de la secuencia y(n) = (rej‘”O )n u(n).

Solucién.

Como la TZ de la secuencia u(n) es:

U@)=-2 , |zpp1
z-1

entonces se aplica directamente la propiedad de multiplicacion por una secuencia
exponencial, obteniendo el siguiente resultado final:
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z 1
z—rel”  1-relwz?

Y(2)=

4. Convolucion de secuencias

Dadas las secuencias xi(n) y x2(n), con TZ’s X1(z) y X»2(z), su convolucion en el
tiempo es equivalente a una multiplicacion en el dominio de la TZ, es decir:

y(n) = xa(n)*x2(n) <> Y(2) = X1(2)Xa(2) (9.3.8)
donde la RDC de Y(z) contiene la interseccion de las RDC'’s de X1(z) y X2(2).

Esta propiedad se puede deducir a partir de las definiciones de convolucién y de
Transformada Z, esto es:

Y = 3% (K)x, (k) (9.3.9)
Y@) =S ymz" (9.3.10)

Sustituyendo (9.3.9) en (9.3.10) resulta:

Y@= {ixl(k)xz(n—k)}z‘” (9.3.11)

n=—ow (k=—x

Intercambiando el orden de las sumas queda:

o0

Y@) =3 %K) x(n-k)z " (9.3.12)

k=-o0

Cambiando ahora el indice de la segunda sumatoria, de na m = n —k, resulta:

0

Y@= xl(k){ S X, M)z }z-k

=(ix1(k)z-kj[ ixz(m)zﬂ
= Xl_(_Zo;Xz(Z) o (9313)

Entonces, para valores de z que estan dentro de las RDC’s de Xi(z) y de X(2), se
obtiene la propiedad buscada, es decir:
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y(n) = x1(n)*x2(n) <> Y(2) = X1(2)X2(2) (9.3.19)

Basandose en esta propiedad se puede afirmar que la TZ de la salida de un sistema

lineal invariante en el tiempo es el producto de la TZ de la entrada y la TZ de la respuesta al
impulso del sistema.

Ejemplo 9.3.4

Obtener la convolucion de las secuencias dadas a continuacién:
y(n) = u(n) * (0.5)" u(n)
Solucion.

La propiedad dice que la convolucion en el dominio del tiempo es equivalente a la
multiplicacion en el dominio de la TZ, por consiguiente:

Y(2)= ( . ilj( : _Zo.sj ) (1—12‘1 j(l—O%Sz‘lj

Usando fracciones parciales en la expresién anterior, se obtiene:

Y(z) A N B
z z-1 z-05

donde: A=2y B =-1; yde la Tabla 9.2 (Seccién 9.7) se puede obtener y(n) como:

y(n) = 2u(n) — (0.5)" u(n)

Ejemplo 9.3.5
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Obtener la convolucion siguiente:

y(n) = x(n) * h(n)

donde:

x(-1) =x(1) = 1, x(0) = -1, y h(0)=1, h(1)=2, h(2)=3

Solucion.

Como la convolucién en el dominio del tiempo es equivalente a la multiplicacion en el

dominio de la TZ, se aplica esta propiedad a la TZ de cada una de las secuencias propuestas,
resultando lo siguiente:



Y(2) = X()H(2)
=(z-1+z7hA+27'+ 329
=z+1+27'-72+37°
y al obtener la TZ inversa resulta:
y(n)={1,1, 2, -1, 3},
?

gue se puede re-escribir como:

y-1)=1, y(0)=1, y(1) =2, y(2)=-1, y y(3) =3

5. Teorema del valor inicial
Si x(n) =0 para n <0, es decir., si x(n) es una secuencia causal, entonces,
X(0) = lim,,,,X(2) (9.3.16)

Esta propiedad se puede deducir partiendo de la definicion de la TZ, y considerando
el limite para cada uno de los términos de la serie, como se muestra a continuacion:

X(2)=Y x(n)z"
:x_(0)+x(1)z‘1+x(2)z‘2 T (9.3.17)

En (9.3.17), cuando z—oo todos los términos desaparecen excepto x(0).

6. Secuencias estables

Una secuencia x(n) es estable, si es absolutamente sumable, es decir,

S Ix(n) < o0 (9.3.18)

n=-o

En el dominio de la TZ, se puede demostrar que una secuencia es estable si la RDC
de su TZ incluye el circulo unitario.

7. Relacion con la Transformada de Fourier (TF)

La TF esta contenida en la TZ, puesto que

X (') =X (2)] (9.3.19)

Zzej(o
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En otras palabras, la FT es igual a la TZ evaluada en el circulo unitario z = €. Si la
TZ de una secuencia incluye el circulo unitario, la FT de la secuencia existe.

Ejemplo 9.3.6
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Para la suma de secuencias mostrada a continuacion:

x(n) = x1(n) + Xo(n) = (1/2)"u(n) + (-1/3)"u(n)

()
(d)

Indicar si existe la Transformada de Fourier de x(n).
En caso de existir la FT de x(n), graficar los espectros de magnitud y fase respectivos.

Solucion.

(a)

(b)

Para saber si la secuencia propuesta x(n) tiene Transformada de Fourier, es necesario
conocer si la RDC de la TZ respectiva incluye el circulo unitario. Para ello se obtiene
primero la TZ de la secuencia:

z YA

X@ =X X @)= ot s

donde la RDC de la TZ resultante esta dada por:
(RDC)y(,, ={lz> U2y {|z|>1/3Hz|>1/2

Puesto que |z| >1/2, el circulo unitario esté incluido en la RDC, lo que implica que la FT
de x(n) existe.

Se puede obtener la FT deseada directamente de la TZ. Sumando X(z) resulta:

X (2) = 22(z-1/12)
(z-1/2)(z+1/3)

Re-escribiendo X(z) como:

22> -0.167z
z2-0.167z2-0.167

X(2)=

Las gréaficas de los espectros de magnitud y fase de la FT correspondiente, se realizaron
en MATLAB con el Programa 9.3.6 que se encuentra en el Apéndice A. En la
Figura 9.16 se muestran los resultados obtenidos.



FT a partir de la TZ X(z):[222-0.167z]/[22-0.1672-0.167] con z=e[jw]

LN

Magnitud: |[X(e[jw])|

T L

15
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Frecuencia normalizad: w/pi

20

10 \

7
-10 N

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1
Frecuencia normalizada: w/pi

Fase en grados

Figura 9.16 Espectros de magnitud y fase de la TF de la secuencia
x(n) = x1(n) + X2(n) = (1/2)"u(n) + (-1/3)"u(n)

9.4 Solucidbn de ecuaciones en diferencias mediante la
Transformada Z

Una aplicacion importante de la Transformada Z consiste en la solucion de
ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes.

La forma general de la ecuacién lineal de diferencias de coeficientes constantes de
orden N, para la cual se puede aplicar el método de solucion mediante la Transformada Z,
se muestra a continuacion:

iaky(n—k) :ibmx(n—m) (9.4.1)

La expresion (9.4.1) esta constituida por factores de la forma y(n-k) y x(n-m), donde
k'y m son fijos y n > 0. El método de solucion se basa en el desarrollo de una expresion
para la TZ de secuencias de la forma y(n-k) y x(n-m). Si se inicia con el caso en que m =1,
para la secuencia x(n-m), se tiene lo siguiente:
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Z{x(n-1}=Y x(n-1)z"

=X(-D)+x(0)z " +x(V)z7? +x(2)27° +...
=X(=1) + 27 [x(0) + xW)z " + x(2z 7" +..] (9.4.2)

de donde se puede ver que

Z{x(n=D)}=z""X(2) + x(-1) (9.4.3)
Siguiendo el mismo procedimiento, se obtienen los siguientes resultados, para m = 2
ym=3:
Z{x(n—2)}=272X(2) + 7 *x(-1) + x(-2) (9.4.4)
Z{x(n—=3)}=z°X(2) + 27*x(-1) + 2 *x(-2) + x(-3)
(9.4.5)

Por induccidn se puede llegar al resultado general:

Z{x(n—-m)}= zm{x (2) + Zm:x(—r)zr}
y 7 (9.4.6)

k
Z{y(n-k)}=2" {Y(Z) + y(—r)Z'}
r=1
para my k especificasy n > 0.

Ejemplo 9.4.1
Resolver la siguiente ecuacion en diferencias:
y(n) = (1/2)y(n-1) = x(n) — (1/2)x(n-1)
donde:
x(n) = u(n), y y(bh=1
Solucion.
Para resolver la ecuacion en diferencias, es decir, para encontrar la secuencia y(n) cuando a

la ecuacion en diferencias se le aplica una secuencia x(n) = u(n), se aplica la Transformada
Z a ambos lados de la ecuacidn propuesta, resultando lo siguiente:
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Y@ - WY@+ y(Df=* - (1/2)[21 le

z Z—
Simplificando el resultado anterior queda:

Y (z) ZM
(2z-1(z-1)

Expandiendo esta expresidn en fracciones parciales, se obtiene:

Y(z) 3z-2
z (2z-1(z-1)
A B
= +—
2z2-1 z-1

donde A =1,y B =1, por consiguiente:

Z Z

+ _

2z2-1 z-1
yA Z

= +
2(z-1/2) z-1

Y(2)=

De la Tabla 9.2 (Seccién 9.7) se puede obtener la Transformada Z inversa de esta
expresion, resultando finalmente:

y(n) =0.5@/2)"u(n) +u(n)
=[1+0.5(1/2)" Ju(n)

9.5 Propiedades de mapeo de la transformacion z = €'

En esta seccion se presenta un estudio de las relaciones existentes entre la variable
compleja s de la Transformada de Laplace y la variable compleja z de la Transformada Z, y
como afiadidura se estudiara también la relacion de las variables anteriores con la variable
compleja ¢“ de la Transformada de Fourier.

Cuando se muestrea una sefial continua x.(t) con un periodo T, la sefial muestreada
correspondiente es:

X, ()= 3 x,("T)s(t-nT) (9.5.1)

N=—o0
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Suponiendo, por conveniencia, que X(t) es causal, (9.5.1) se convierte en:
X, (1) =" x,(n"T)S(t—nT) (9.5.2)
=0

Al desarrollar (9.5.2) resulta:

X, (1) = X_(0)S(t) + X, ()5 =T) +x_ ()5t —2T) +...
(9.5.3)

La Transformada de Laplace de (9.5.3) esta dada por:
X, (s)= J':[xC O)S) +x. O)SE-T) +x. (1)t -2T) +..Je""dt (9.5.4)
Integrando (9.5.4) resulta:

X (8) =X, (0)+x,(T)e ™™ +x (2T)e ™ +... (9.5.5)

Se puede ver que (9.5.5) puede re-escribirse como:

X,(5)=3 %, (nT)e ™ (9.5.6)

que es la Transformada de Laplace (TL) de la sefial muestreada. Ahora, dada la secuencia
de nimeros x.(nT), n > 0, su Transformada Z se puede escribir como:

y Z:
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X(2)=3 % (T)z" (9.5.7)

Comparando (9.5.6) y (9.5.7), se obtiene la relacién entre las variables complejas s

z=¢e (9.5.8)

S= _iln(z) (9.5.9)

De (9.5.8) y (9.5.9) se puede ver que:

7 =TT —goTlT (9.5.10)



Si z se expresa como:
z<z|el (9.5.11)
entonces de (9.5.10) y (9.5.11) se obtiene:

|z|=e” (9.5.12)

w=QT = 27{Qj (9.5.13)
Q

puesto que T = 27/Qs.

A continuacion se analizan tres casos de las ecuaciones (9.5.10), (9.5.11), (9.5.12) y
(9.5.13), con relacion al valor de la componente real o (de la variable compleja s)

l.o=0

De las ecuaciones (9.5.12) y (9.5.13) se obtiene la Tabla 9.1.

Q lzZl
0 1 0
Q4 1 nl2
QJf2 1 T
3Q/4 1 3m/2
Qs 1 27
Tabla 9.1

De la Tabla 9.1 se puede ver que la porcion del eje jQ entre Q =0y Q = Qg en el
plano s se mapea al circulo unitario en el plano z en direccidon contraria a las
manecillas del reloj, como se muestra en la Figura 9.17. Si Q aumenta desde Qs a
2€Q); se le da otra vuelta al circulo unitario. De aqui se concluye que si Q varia de 0 a
o, corresponde a un numero infinito de vueltas al circulo unitario en direccion
contraria a las manecillas del reloj. Lo inverso ocurre si Q varia de 0 a -o. Por lo
anterior, este mapeo no es uno-a-uno, ya que hay mas de un punto en el eje jQ que
se mapea a un solo punto en el circulo unitario
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jQ

b
- Q2
0 (2
Q2
% planos
Q
Lo
- Q2
0 >o
Q2
% plano's

(b)

Im{z}

circulo unitario

(1.
=Q /2 \ w=0=0

> Re{z}

plano z

circulo unitario
Y
o=0Q./2 \Ju}:gzo

> Re{z}

plano z

Figura 9.17 Mapeo del eje jQ del plano s al circulo unitario € del plano z:
(@) Qvariade 0 aQsy (b) Q variade 0 a -Qs

2.0<0

Este caso corresponde a los puntos de la mitad izquierda, respecto al eje jQ, del
plano s, e implica que |z| < 1. Por consiguiente, la mitad izquierda del plano s se
mapea al interior del circulo unitario en el plano z, como se muestra en la Figura
9.18. El mapeo ocurre en forma de circulos concéntricos en el plano z cuando o

varia de 0 a -oo.

———————————— -4

| O,

- Q2

—-Q/2

% planos

circulo unitario

Im{z}

~
N
Y
\

’: ao=0=0 > Re{z}

7
7’

-J---" planoz

Figura 9.18 Mapeo del semi-plano izquierdo de s al interior del circulo unitario
en el plano z

3.0>0

Este caso corresponde a los puntos de la mitad derecha, respecto al eje jQ, del
plano s, e implica que |z| > 1. Por consiguiente, la mitad derecha del plano s se
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mapea fuera del circulo unitario en el plano z, como se muestra en la Figura 9.19. El
mapeo ocurre en forma de circulos concéntricos en el plano z cuando o varia de 0" a

00,
jQ Im{z} circulo unitario
L [ -
o1 T |
] ! ,," \\\ ]
_Qs/2 i : y h :
1 [ 1 \ 1
N ! a=QJ2 1 va=Q=0
0 o : [ ] rRe{z}
\ 1 1
__QS/Z i i N S :
] : >~ --<" planoz |
[ _planos |

Figura 9.19 Mapeo del semi-plano derecho de s al exterior del circulo unitario
en el plano z

Se puede demostrar que estas propiedades de mapeo son también validas para
sefiales no causales.

9.6 Analisis de sistemas LTI en el dominio de la Transformada
Z

Los dominios de las transformadas proporcionan informacion adicional sobre los
sistemas, y facilitan su disefio e implementacion en aplicaciones especificas.

9.6.1 Respuesta en Frecuencia

La respuesta en frecuencia H(z)\zzem =H(e') se definié anteriormente como la

ganancia compleja (eigenvalor) que el sistema aplica a la entrada exponencial compleja /"
(eigenfuncion). Ademas la relacion entre la entrada y salida esta dada por:

Y(€) = HE)X() (9.6.1)
donde

V(&) = [HE)IXE) (9.6.2)
y

(') = ZH(E?) + 2X(€9) (9.6.3)
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IH(e')| se conoce como respuesta de magnitud o ganancia, y ZH(e/”) como
respuesta de fase del sistema. Ambas, magnitud y fase son funciones reales de w, mientras
que la respuesta en frecuencia H(¢'“) es una funcion compleja de .

En algunos casos, la magnitud se expresa en decibeles,
c(@)=20log1o|H('?)| dB (9.6.4)
donde ¢(w) se conoce como funcidn de ganancia.

Si la respuesta al impulso del sistema es real, la magnitud es una funcién par de w,
es decir:

HE@)| = [HE™)] (9.6.5)
y la fase es una funcién impar de w, es decir:
Aw) = -K-w) (9.6.6)
De igual manera, Re{H(e!“)} es par e Im{H(e*)} es impar

Ejemplo 9.6.1

Obtener la respuesta en frecuencia del filtro de promedio movil representado en la Figura
9.20 y descrito por la siguiente secuencia:

y(n) = hj“:z_:x(n k)

x(n) — h(n) — y(n)

Figura 9.20 Representacion del filtro de promedio mévil
con respuesta al impulso unitario h(n).

Graficar la magnitud y la fase en funcién de la frecuencia.
Solucion.
Para obtener la respuesta en frecuencia del filtro propuesto, es necesario calcular la

Transformada Z H(z) de la respuesta al impulso h(n) del mismo. Evaluando posteriormente
dicha transformada en z = ¢'“ se obtendré la respuesta en frecuencia pedida.
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La Transformada Z de la respuesta al impulso del filtro se obtendrd de dos formas
diferentes, con el fin de mostrar que el método de solucion del problema no es unico.

(c) Una primera forma consiste en comparar la secuencia del filtro de promedio movil con
la ecuacion que define la suma de convolucion para un sistema discreto en general:

y(m) =3 h(k)x(n—k)

k=N,

Se observa que la respuesta al impulso del filtro esta dada por:

b 0<n<M-1
M

0O en otro caso

h(n) =

Por lo tanto, de acuerdo a la definicion de la Transformada Z:

X(2)= ix(n)z’n

nN=-—o00

la Transformada Z de la respuesta al impulso del filtro seré:
1 le '
H(z)="-)> 77
M

(d) Una segunda forma de obtener la Transformada Z de la respuesta al impulso del filtro,
consiste en obtener directamente la Transformada Z de la secuencia propuesta que
define al filtro, es decir:

TZ{y(n)}= TZ{I\tI MZﬁlx(n — k)}

Y(2)= I\]/'I'\AZ_lX(Z)Zk = XI\SIZ)MZIZK

De la expresion anterior se puede obtener la funcién de transferencia Y(z)/X(z), la cual
corresponderd precisamente a la Transformada Z de la respuesta al impulso h(n) del
filtro de promedio movil, esto es:

H(2) = Y(ZZ) 1MZ

k=

Obsérvese que los resultados obtenidos mediante las dos formas descritas son los mismos.

Como se mostré anteriormente, la expresion obtenida para la Transformada Z de la
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respuesta al impulso h(n) del filtro, representa ademas, la funcién de transferencia
H(z) = Y(2)/X(z) del sistema.

Ahora, para obtener la respuesta en frecuencia a partir de la Transformada Z de la respuesta
al impulso del filtro, se evalta ésta en z = €', obteniéndose:

. 1 M1
H(el?y= _—_ glon
(e) v nz;,

Al desarrollar esta expresion, resulta:

H (eja) _ Ze jan — 1(ie—j(un _ ie—jmJ
M n=0 n=M

0 ) . __a- iMoo
:i Ze—ym (1_e—j|\/|a)):i1 e__
M | & M 1-e

Finalmente resulta:

H(elv)= L SNMa/2) mosor
M sin(w/?2)

De esta ultima ecuacion se puede obtener la magnitud y la fase:

1 sin(Mw/2

IHEDENV sinw/2)

o) M -Do 21)a) ( zl\;/zlkj

donde () es una funcién escalén de .
Las graficas de las respuestas de magnitud y fase de los filtros de promedio movil

para M =5y M = 14, se realizaron en MATLAB con el Programa 9.6.1 que se encuentra
en el Apéndice A, y en la Figura 9.21 se muestran dichas graficas.
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Respuesta en frecuencia del filtro de promedio méwil

1 e
—— M=5
0.8 b \\ M = 14
) 3
2 0.6 %
=X 4 \
g \
S04 Y
0.2 Koton
0 v N, <L St TS e T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1
Frecuencia normalizada: w/pi
100
%) M K‘\ {\\\'\
o] \ \ \
8§ Ok 5 : ¢
(=) AN \ AN . N~ N Y
put \\ \ \‘ . \, . \ \ \\ \\\
o \\ \ N, N \‘\ ~ \\‘ ‘\
% -100 ' W - X ;
& N * —— M=5
--------- M=14
-200
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Frecuencia normalizada: w/pi

Figura 9.21 Respuesta de magnitud y fase de los filtros de promedio movil
de longitud M =5y M = 14.

Observaciones:

En el rango de =0 a @ = =, la magnitud tiene un maximo igual a 1 en w =0, y tiene ceros
en o= 2nk/M con k = 1, 2, ..., (M/2). La fase exhibe discontinuidades de = (180°) en cada

cero de H(e'”) y es lineal en otras partes con pendiente —(M-1)/2. Tanto la magnitud como la
fase son periddicas con periodo 2.

Ejemplo 9.6.2

La funcién de transferencia H(z) de un sistema lineal, causal e invariante en el tiempo,

representado en la Figura 9.22, tiene una configuracion de polos y ceros como se indica en
la Figura 9.23, y su expresion esta dada por la siguiente ecuacion:

62°
H(z)= |z|>1/2
(z-1/2)(z+1/3)

X@)—1 H@ — Y[

Figura 9.22 Representacion de un sistema lineal, causal e invariante en el tiempo,
con funcién de transferencia H(z).
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Im{z}

doble cero

17 NN

9 Re{z
a3 e {z}

plano z

Figura 9.23 Configuracion de polos y ceros del sistema propuesto
con funcién de transferencia H(z).

(e) Determinar la respuesta al impulso h(n) del sistema.
(f) Determinar la respuesta del sistema cuando la entrada esta dada por:

1
x(n):u(n)—iu(n—l)
(g) Obtener la respuesta del sistema en estado estacionario cuando la entrada es la

secuencia x(n), obtenida del muestreo de la sefial de tiempo continuo siguiente:

X(t) =50+10cos(202t) +30cos(40t)

a una frecuencia de muestreo Qs = 2r(40) radianes/seg.
Solucién.
(@) La respuesta al impulso h(n) del sistema es simplemente la Transformada Z inversa de

la funcion de transferencia propuesta H(z). Mediante la expansion en fracciones
parciales de dicha funcién de transferencia, se obtiene

18z +g z
15(z-1/2) 5 (z+1/3)

H(2)

De la Tabla 9.2 (Seccién 9.7) y por el hecho de que la RDC propuesta corresponde a
una secuencia lateral derecha, resulta finalmente:

h(n) = 12(1/ 2)"u(n) + 152(—1/3)”u(n)

(b) La respuesta del sistema a la entrada x(n) propuesta, se obtiene multiplicando la TZ de
la sefial de entrada X(z) por la funcién de transferencia del sistema H(z), y aplicando la
Transformada Z inversa a dicho producto. Por lo tanto, la TZ de la sefial de entrada x(n)
esta dada por:

TZ{x(n)}=TZ{u(n) - ;u(n -1}



(©)

-1

X(z)=_t +2 2

z-1 2 (z-)

:z—1/2 1Zp1
z-1

Puesto que Y(z) = H(2)X(z), de la ecuacion anterior para X(z) y de la funcién de
transferencia del sistema H(z), resulta:

Y(z)=( 62° J(z—l/Zj
(z-1/2)(z+1/3) )\ z-1

Y(Z) = L
(z+1/3)(z-1)

|z[>1

Aplicando la TZ inversa al resultado anterior para obtener y(n), se llega finalmente a la
expresion siguiente:

y(n) = zu(n) . 2(—1/3)“u(n)

Como la sefial x(t) propuesta es una sefial sinusoidal compuesta, se obtiene
primeramente la sefial muestreada x(n), después se calcula la respuesta en frecuencia
del sistema H(e!”) a partir de H(z) para cada una de las frecuencias de las componentes
de la sefial de entrada y, posteriormente, se multiplica dicha respuesta H(e!”), ya
evaluada, por cada componente de las sefial de entrada, para asi obtener la secuencia
final y(n).

1. Calculo de la sefial muestreada x(n). Puesto que Q= 2x/T = 27/40, se sigue que T
= 1/40 seg. Entonces, al muestrear la sefial x(t) cada nT segundos, resulta:

x(n) = X(t) |,_,; =50+10c0s(207nT ) + 30cos(407nT)

Sustituyendo el valor de T = 1/40 seg en la expresion anterior, queda la sefal
muestreada siguiente:

x(n) =50+10cos(zn/ 2) +30cos(7n)

2. Caélculo de las componentes de frecuencia de la sefial de entrada x(n). Las
componentes de frecuencia de la secuencia de entrada x(n) obtenida anteriormente
son:

50 — @ =0 rad/seg
10cos(7n/2) - w = 72 rad/seg
30cos(zn) - w = wrad/seg
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3. Calculo de la respuesta en frecuencia del sistema H(e'®). La respuesta en frecuencia
se obtiene directamente de la funcion de transferencia del sistema H(z) evaluada en

z=¢"

6e!?®
20 _@lo16-1/6

@) =HE) =

4. Evaluacion de la respuesta en frecuencia del sistema H(e'”) en cada una de las
componentes frecuenciales de la sefial de entrada. La evaluacion de la expresién
anterior H(¢'“) en cada componente de frecuencia de la secuencia de entrada es la
siguiente:

H(e™)

) Geij
=H(E") =] — . =9
oo = E) L‘Z“’—e""/G—l/GL=0

|HE")],0=9
ZH (e"“’)‘  =arctan(0/9)=0

He™)

_H(ei*2y —
, = H(E")=

=

| 6e 2 36
el?—el/6-1/6]

_7+j
|H(e™)| =36/-/50 =36/5-/2 = (36+/2)/10 = (18-/2)/5

w=rl2

ZH (ej“’)‘w:ﬁ/2 =/H(e'?) = —arctan@

He")

) 6ej2(o
=H(E")=| — : =6
e = H1ET) L‘Z” —e‘“’/6—1/6L_”

|H(E€")],..=6
ZH (ej‘")‘ ~=arctan(0/6)=0

5. Finalmente, como todas las componentes de la secuencia de entrada x(n) son
eigenfunciones de sistemas LTI, la respuesta del sistema y(n) en estado estacionario
seré:

y(n) =50| H(e")|+10| H (e"'?) | cos(n/ 2+ L[H (e¥*'?)] )+ ---
.++30| H (e’ | cos(m+ Z[H (€'")])

Sustituyendo los valores numéricos obtenidos en el paso 4, resulta:

y(n) =450+ (18g5 ]cos[ﬂzn - tan‘l[;jj +180cos(7n)
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9.6.2 Retardo de Grupo (group delay)

Este parametro se usa para caracterizar filtros digitales en el dominio de la
frecuencia. Proporciona una medida de la linealidad de la fase. La desviacion del retardo de
grupo con respecto a una constante, indica el grado de no linealidad de la fase. Cuando la
fase se especifica como una funcién continua de w, el retardo de grupo de un sistema se
define como:

_d6,(o)

o (9.6.7)

7(w) =

donde @) es la funcion de fase continua (unwrapped). En Matlab, el retardo de grupo
puede determinarse mediante la funcion grpdelay.

Ejemplo 9.6.3

Para el retardador ideal mostrado en la Figura 9.24:

x(n) — h(n) — y(n)

Figura 9.24 Representacion de un sistema retardador ideal:
h(n)=46(n—ny,)

(h) Obtener la Transformada Z del sistema.

(i) Determinar la respuesta en frecuencia del mismo.

(1) Bosquejar las graficas de magnitud, fase y retardo de grupo del retardador propuesto.

(k) Determinar el retardo de grupo de la salida del sistema y(n) cuando se le aplica una
cierta secuencia de entrada x(n).

Solucion.

(@) La Transformada Z del sistema definido por la respuesta al impulso unitario h(n), esta
dada por:

TZ{h(n)}=TZ{5(n—n,)}
H(z)=z"

(b) La respuesta en frecuencia del retardador se puede obtener mediante la Transformada Z
evaluada en e/ como se muestra a continuacion:

H (Z)‘z:ej“’ —H (ejw) _ e*jmnu
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(c) El bosquejo de las graficas de magnitud, fase y retardo de grupo, se obtienen a partir de
la expresion anterior:

Magnitud: |H(E™)|He ™ |=1
Fase: ZH(e) =27 =—an,

CdlZH(E®)] _ d(-en,) _

Retardo de grupo: 7, (w) = do do d

En la Figura 9.25 se muestran las graficas correspondientes.

H(e)|

1

(@)

- -1i/2 0 n/2 T

ZH(e)

(b) \Tid--
+ Gt + + + + + t t + + + + + Gt + w
- -1t/2 O\‘\ﬂ\n
-TtNg +

()

Ny

(©

- -1t/2 0 /2 n

Figura 9.25 Bosquejo de las graficas de magnitud, fase y retardo de grupo del
retardador ideal

Observaciones:

1. Larespuesta en magnitud es constante para todas las frecuencias |@| < =.

2. Larespuesta en fase es una funcion lineal de  para todas las frecuencias,
|o| <y la pendiente es —ng.

3. Lafuncién de retardo de grupo es constante para todas las frecuencias, |a| < n 'y
tiene el valor de ng.

(d) El retardo de grupo de la salida y(n) del sistema se calcula a partir de la expresién del
retardo de grupo () obtenida en el inciso (c).



Puesto que:

Y(e!”)=H(e")X(e")

y

Y (e")]= AH )]+ X (e")]

entonces, de la definicion de retardo de grupo, se tiene que:
7, (@) =1, (0) +7,(®)

donde 7(w), m(@) y (), denotan las funciones de retardo de la salida, del sistema, y
de la entrada respectivamente.

Sustituyendo z,(@) = ng en la expresion anterior, resulta finalmente:

7, (@)=n, + 7, ()

es decir, todas las frecuencias en la entrada x(n) son retardadas por la misma cantidad
(ng muestras) al pasar por el sistema; de tal manera que el sistema no introduce
distorsion de fase.

Conclusion:

Si la respuesta en fase de un sistema es una funcién lineal de @ en la banda de paso,
entonces es un sistema de retardo de grupo constante. Tales sistemas no introducen
distorsion de fase, por lo que son extremadamente Utiles en aplicaciones en las que no
solamente hay interés en detectar una sefial x(n), sino en extraerla de una cierta entrada s(n).

Ejemplo 9.6.4

Obtener las respuestas de magnitud, fase y retardo de grupo para el sistema mostrado en la
Figura 9.26, el cual tiene un polo y un cero, y esté definido paraz=0y |r| < 1.

X@)— H(z)=" —Y(2)

Figura 9.26 Representacion de un sistema discreto
con un polo y un cero

Solucion.

La funcién de transferencia H(z) del sistema propuesto se puede re-escribir como:
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H(z)=1-rz"
Por lo tanto la respuesta en frecuencia esta dada por:

H(z)| . =H(E")=1-re?
=1-rcos(—w)— jrsin(—w)
=1-—rcos(w)+rsin(w)

Por lo tanto:

H(e') = (1—rcos(m)) + jrsin(w)

Las respuesta en magnitud y fase estan dadas por:

|H(E”) |= /(- rcos(@))? + r?sin?(w)

jovy rsin(w)
Z[H(e')]= arctanL_ ; cos(a))}

Para calcular el retardo de grupo se usa la definicion dada por:

{AHE")}

d
Th(a)):_%

Por lo tanto, desarrollando la derivada queda:

(o) =

1 (1—rcos(w))(rcos(w)) — (rsin(w))(rsin(w))
r?sin’() (1—rcos(w))®
(1—rcos(w))?

Simplificando la expresion anterior se llega finalmente a:

r? —rcos(m)
1—2rcos(w) +r’

7, () =

Las respuestas en magnitud y fase, asi como la funcion de retardo de grupo, son
periddicas con periodo 2.
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Como ejemplo se presentan en la Figura 9.27 las graficas correspondientes a la magnitud,
fase y retardo de grupo del sistema propuesto, con r = 0.9. Estas graficas se realizaron en
MATLAB con el Programa 9.6.4a que se encuentra en el Apéndice A.

Respuesta en frecuencia del sistema: H(z)=(z-0.9)/z

o 10

© — P
©
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£ .10

o

S \

= 20

1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

g 100
o) P ——

®©

& / T

S 0

—

% 100

. -1 -08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
©

£ 5

0

(O]

>

E 0

5 N/

(O]

z 5

3

g8 -10

G -1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Frecuencia normalizad: w/pi

Figura 9.27 Magnitud, fase y retardo de grupo del sistema H(z) = (z - 0.9)/z

En la Figura 9.28 se muestran las mismas graficas realizadas en MATLAB con el
Programa 9.6.4b que se encuentra en el Apéndice A. En dicho programa se emplea la
funcion grpdelay para calcular el retardo de grupo, a diferencia del Programa 9.6.4a, en el
cual se graficé directamente la expresion correspondiente al mismo.

Observaciones:

1. El sistema es un filtro pasa-altas.

2. Este filtro introduce poca distorsion de fase, puesto que solo las frecuencias
cercanas a @ = 0 son retardadas por cantidades diferentes al pasar por el filtro,
como se puede ver de la funcién de retardo de grupo. Sin embargo, las frecuencias
cercanas a w = 0 estdn atenuadas significativamente, por lo que su contribucion a la
distorsion de fase a la salida del filtro es pequefia.
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Respuesta en frecuencia de la funcién: H(z)=(z-0.9)/z

L 10

©

E

£ 10

o

S \

= 0

4 -08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1

100

o

-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-10
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Normalized frequency (Nyquist == 1)

Group delay (in samples) IFase en grados
(63}

Figura 9.28 Magnitud, fase y retardo de grupo del sistema H(z)=(z - 0.9)/z

9.6.3 Funcion de transferencia

La TZ de la respuesta al impulso h(n) de un sistema LTI, se conoce como Funcién
de Transferencia del sistema.

H(z) = z{h(n)}= S h(n)z""
(9.6.8)

9.6.4 Estabilidad y Causalidad

Antes de implementar un sistema hay que asegurar que su Funcién de Transferencia
conduzca a una estructura estable. Los filtros digitales FIR con coeficientes finitos son
siempre estables. Sin embargo, un filtro IR puede ser inestable si no se disefia
adecuadamente. Ademas, un filtro IR que originalmente es estable cuando sus coeficientes
tienen precision infinita, puede convertirse en inestable al cuantificar los coeficientes.

Las condiciones de causalidad y estabilidad se establecen en funcién de la RDC de
los sistemas LTI como se explica a continuacion.
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Un sistema LTI causal debe tener una respuesta al impulso h(n) que cumpla la
condicion:

h(n)=0 para n<0 (9.6.9)

por lo tanto, para una sistema LTI causal, h(n) debe ser una secuencia lateral derecha y su
RDC serd el exterior de un circulo de radio r < oo, incluyendo el punto z = .

Si un sistema LTI es estable, la respuesta al impulso debe ser absolutamente
sumable, es decir:

Y Ih(n) <o (9.6.10)
Puesto que la condicidn (9.6.10) es equivalente a la condicién de que:
D Ih(n)z ™" < (9.6.11)

para |z| = 1, la condicion de estabilidad es equivalente a la condicién de que la RDC de
H(z) incluya el circulo unitario.

Como las condiciones de causalidad y estabilidad no se implican la una a la otra,
para asegurar que un sistema LTI sea causal y al mismo tiempo estable, se debe cumplir
que todos los polos de H(z) estén dentro de la circunferencia unidad.

Lo anterior se debe cumplir debido a que para un sistema causal, su RDC es el
exterior del circulo definido por el polo de mayor magnitud y, para que se cumpla la
condicion de estabilidad, es decir, incluir la circunferencia unidad en la RDC, dicho polo de
mayor magnitud, deberd encontrarse dentro de la circunferencia unidad, como se
ejemplifica graficamente en la Figura 9.29.

Im{z}
1 RDC

\—rm

Figura 9.29 Representacion de la RDC para un sistema LTI causal y estable

frculo unitario
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Ejemplo 9.6.5

Para el sistema mostrado en la Figura 9.30 y cuya ecuacion de su salida y(n) esta dada por:

Y(r) - y(n-1)+ y(n-2) = X(0)

x(n) — h(n) — y(n)

Figura 9.30 Representacion de un sistema discreto con respuesta al impulso h(n).

(a) Obtener el diagrama de polos y ceros correspondiente.
(b) Analizar el diagrama anterior con relacion a las posibles RDC'’s.

Solucién.

(a) Para obtener el diagrama de polos y ceros del sistema propuesto, es necesario contar
con la expresion de la funcion de transferencia del mismo, para lo cual se requiere la
transformada Z de la ecuacion para y(n) que define al sistema, esto es:

TZ{ym)—;y(n—1)+y<n—2>}=TZ{x(n)}

Y (2) —22‘1Y(z) +27%Y(2) = X(2)

A partir de la expresion anterior se puede escribir la funcién de transferencia del sistema

como:

_Y(@) _ 1
CX(2) 1-(5/2)zt+z2
1

T -2z hHa-2zY

H(2)

Finalmente queda:

Z2

= 02

y el diagrama de polos y ceros de H(z) se muestra en la Figura 9.31.
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Im{z}

/\(M’rculo unitario
@ *Re{z
T 12 2 {z}
plano z

Figura 9.31 Diagrama de polos y ceros para el sistema:

22
HE= 02

(b) Existen tres posibles RDC'’s, las cuales se describen a continuacion:
1. Si se supone que el sistema es causal, la RDC esta fuera del polo de mayor

magnitud, es decir, |z| > 2, como se muestra en la Figura 9.32. En este caso el
sistema no seria estable puesto que la RDC no incluye el circulo unitario.

Im{z}

circulo unitario
@%{Re{z}

plano z
Figura 9.32 RDC: |z| > 2

2. Si se supone que el sistema es estable, entonces la RDC serd % < |z] <2, como se
muestra en la Figura 9.33.

Im{z}

>(cwculo unitario
%}/’/5 » Re{z}

plano z

S\

(-

Figura 9.33 RDC: %2 <[z| < 2
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3. Para la tercera RDC posible definida por |z| < % como se muestra en la Figura 9.34,
el sistema no es estable ni causal.

Im{z}

RDC circulo unitario

Re{z}

plano z
Figura 9.34 RDC: |z] < %

De lo anterior, si se desea que el sistema sea tanto estable como causal, la RDC debe estar
fuera del polo de mayor magnitud e incluir el circulo unitario. Esto requiere que todos los
polos de la funcion de transferencia estén dentro del circulo unitario, tal y como se muestra
en la Figura 9.29.

9.6.5 Sistemas Inversos

El sistema inverso Hi(z), de un sistema H(z), es aquel que colocado en cascada con
H(z), produce la unidad, es decir:

G(z)=H(2)H;(2)=1
(9.6.12)

Esto implica que:
1
H(z)=—"—
@5
(9.6.13)

Si el sistema original H(z) se coloca en cascada con su inverso Hi(z), es posible
recuperar la secuencia de entrada, como se muestra en la Figura 9.35.

x@—| Ho 2 he) F—x@

Figura 9.35 Conexidn en cascada del sistema original H(z) y su inverso Hi(z)
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La condicién equivalente en el dominio del tiempo es:

g(n)=h(n)*h,(n) =5(n) (9.6.14)

La respuesta en frecuencia del sistema inverso, si existe, esta dada por:

1
HEe™)

H.(e/”) = (9.6.15)

En forma equivalente, la magnitud, fase y retardo de grupo del sistema inverso, son

el reciproco de las funciones correspondientes para el sistema original. No todos los
sistemas tienen inverso. Por ejemplo, el filtro ideal pasa-bajas no tiene inverso; no hay
manera de recuperar las componentes de frecuencia mayores a la frecuencia de corte que
han sido eliminadas por el filtro.

Comentarios:

w

Muchos sistemas si tienen inversos; por ejemplo aquellos cuyas funciones de
transferencia son funciones racionales.

Al proceso de recuperar x(n) a partir de y(n), se le conoce como deconvolucion.

Los ceros de H(z) se convierten en los polos de Hi(z).

Para que el sistema inverso exista, las regiones de convergencia de H(z) y Hi(z)
deben traslaparse, por lo que las posibles RDC’s de Hi(z) dependen de esta
propiedad de traslape.

Ejemplo 9.6.6

Para el sistema mostrado en la Figura 9.36 y cuya funcién de transferencia H(z) esta dada
por:

z-05

HD)= 09

|z[>0.9

X@)— H@) — Y@

Figura 9.36 Representacion de un sistema discreto con funcion de transferencia H(z).
Obtener el sistema inverso H;(z) y la RDC respectiva.

Solucion.
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El sistema inverso esta dado por:

z-0.9

Hi(z):z:O.S

Existen dos RDC'’s posibles: |z| < 0.5y |z] > 0.5; sin embargo, de éstas solo |z| > 0.5 satisface
la propiedad de traslape con la RDC del sistema original (jz] > 0.9), por lo que el sistema
inverso deseado es:

z—0.9
z-0.

H.(2) = |z|>0.5

Como la RDC contiene la circunferencia unidad, el sistema inverso H;(z) es causal y estable.

Observacion importante:

Puesto que los ceros de H(z) se convierten en los polos de Hi(z), se puede concluir

que los sistemas LTI estables y causales cuyos polos y ceros estdn dentro del circulo
unitario garantizan tener sistemas inversos estables y causales.

Por otra parte, para que Hi(z) sea causal, es necesario que H(z) no tenga un cero

en oo, Para ilustrar esto, considérese el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 9.6.7
Para el sistema cuya funcion de transferencia H(z) est4 dada por:

H= C7Y2 g
2(z+3/4)

Obtener el sistema inverso H;(z) y la RDC respectiva.
Solucion.

El sistema propuesto H(z) tiene un cero en oo, puesto que:
lim,  H(z)=0
Entonces, la funcion de transferencia del sistema inverso esta dada por:

_2(z+3/4)

H@=""12



la cual tiene un polo en infinito, puesto que:
Iimz—>oo Hi (Z) =0

Entonces, la RDC de Hi(z) es la region anular 1/2 < |z| < . Se puede ver que esta RDC
implica que el sistema inverso es estable, pero no causal, puesto que Hi(z) se puede expresar
como:

H@=z+ 2% 124zKke
z-1/2

Por lo tanto, obteniendo la Transformada Z inversa, resulta una respuesta al impulso dada
por:

h (n) =S(+1) + (5/4)(L/2)"u(n)

gue claramente es un sistema no causal.

9.6.6 Respuesta en frecuencia de un cero complejo

Para estudiar el comportamiento en frecuencia de un cero complejo, se puede
analizar la funcion de transferencia dada a continuacion:

H(z)=1-re'z? 9.6.16
(2) ( )

Como ejemplo, la gréfica de la magnitud, fase y retardo de grupo de la funcién
anterior, se realizd en MATLAB con el Programa 9.6.6 que se encuentra en el Apéndice A,
conr=0.9y #=mn/2, y un rango de frecuencia definido por el intervalo 0 < w < 2r. Para
dicho programa la expresion (9.6.16) se re-escribe como se muestra a continuacion:

1-j0.9z

H(z)= 1

(9.6.17)

La grafica resultante se presenta en la Figura 9.37.

NOTA: Si H(z) tiene coeficientes reales, se puede usar la funcion grpdelay para calcular el
retardo de grupo en el intervalo 0 < o < =. Si H(z) tiene coeficientes complejos, se puede
usar la funcién grpdelay para calcular el retardo de grupo en el intervalo 0 < < 2.

Observaciones:

1. Es importante notar que la respuesta en magnitud de la Figura 9.37 no es una
funcidn par con respecto a @ = 0, y que la respuesta en fase no es una funcion impar
con respecto a @ = 0. Esto se debe a que los coeficientes de la funcion de
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transferencia de H(z) no son reales.

Respuesta en frecuencia de la funcién: H(z)=1-r*expj*teta*z"1
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Figura 9.37 Respuesta en frecuencia de la magnitud, fase y retardo de grupo

de un cero complejo: H(z)=1 - re’z*, conr=0.9y 6=n/2

2. De la Figura 9.37 se puede observar que las sefiales que se procesan a través del
sistema experimentaran poca distorsion de fase, ya que el retardo de grupo es plano
(constante) en la mayor parte de las frecuencias de interés, en la banda de
frecuencias de 0 < w <2r. Por otra parte, las sefiales de entrada son atenuadas por
aproximadamente 20 dB cerca de las frecuencias en que se introduce la distorsion

de fase.

3. Obsérvese que la respuesta en magnitud tiene un nulo en ©/2, que corresponde a la

ubicacion del cero de H(z).

9.6.7 Respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden

Considere el sistema causal de segundo orden definido por:

22

22 —2rcos(8)z+r?

H(z)=

[z|>r

(9.6.18)

donde: 0 <r<1y0 < @< n. El diagrama de polos y ceros se muestra en la Figura 9.38, en
donde se ve que el sistema tiene un polo en z = re!’ y su conjugado en z = re?? y dos ceros
en z = 0. También se observa que el sistema es estable, puesto que su RDC incluye el
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circulo unitario.

circulo unitario
lzZl=r<1

> Re{z}

RDC: |z| > r

Figura 9.38 Diagrama de polos y ceros de un sistema de segundo orden

La ecuacién de diferencias de este sistema esta dada por:
y(n)—2rcos(@)y(n—1) +r?y(n—2) = x(n) (9.6.19)
La respuesta al impulso del mismo esta dada por:

_r'sin[o(n+1)]

=5

u(n) (9.6.20)

La respuesta en frecuencia para la magnitud y fase se obtuvo en MATLAB
mediante el Programa 9.6.7 que se encuentra en el Apéndice A, y las graficas
correspondientes se muestran en la Figura 9.39.

De la Figura 9.39 se observa que H(z) definida en (9.6.18) representa un filtro
pasa-banda, cuya frecuencia central depende de la ubicacion del par de polos conjugados
(es decir, del angulo @ en la Figura 9.38), y cuyo ancho de banda depende de la distancia
del par de polos conjugados a partir del origen (es decir, r en la Figura 9.38). Se observa
gue entre mas cercano esté el par de polos al circulo unitario, menor sera el ancho de banda
(o mayor Q) del sistema.

Nota: Puesto que los coeficientes de H(z) son reales, las respuestas de magnitud y fase son

funciones par e impar con respecto a o = 0, respectivamente. Se deja al estudiante que lo
compruebe modificando el programa en MATLAB correspondiente.
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Respuesta en frecuencia del sistema: H(z):z2/(22-2rcos(theta)z+r2)
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Figura 9.39 Respuestas de magnitud, fase y retardo de grupo del
sistema de segundo orden:

H(z) = z

5 > lz]>r
z°-2rcos(@)z+r

9.6.8 Esbozo de las respuestas de magnitud y fase

Algunas veces, es conveniente estimar las respuestas de magnitud y fase
directamente del diagrama de polos y ceros de la funcién de transferencia. Para ello, se
presenta a continuacion un procedimiento basado en la geometria que forman los polos y
ceros de la funcion de transferencia.

Partiendo de la funcién de transferencia general mostrada a continuacion:

byz" +bz™ ™+ Db,
H(z)= N N-1
N +a Nt +ay

(9.6.21)

donde los coeficientes b; y a; son reales, se re-escribe dicha funcion de manera que se pueda
expresar en funcién de los polos y ceros como:

H(Z):bo (Z_Zl)(z_zz)"'(Z_ZM) (9622)
(Z_ pl)(z_ pz)"'(z_ pN)
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La respuesta en frecuencia de la expresion anterior es:

H (ejw) _ bo (eJ: — Zl)(e{.: — Zz)"'(eji_ ZM) (9.6.23)
(ej _pl)(eJ _pz)"'(eJ _pN)

Al proponer las siguientes equivalencias:

el”—z =B el (9.6.24)

e!” —p, = Ae* (9.6.25)
y sustituyéndolas en (9.6.23), la respuesta en frecuencia quedara expresada como:

jo ja ja
Bei . B,e ...B, e}

H(e”)=h : : :
( ) 0 A&em_AzeWz“,ANel(/fN

(9.6.26)

Geometricamente la expresion obtenida en (9.6.26) se muestra en la Figura 9.40.
Los &ngulos am Y ¢ son positivos si se miden a partir del eje real de z y en el sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj.

Im{z}

Figura 9.40 Esbozo para medir magnitudes y angulos

La magnitud de la respuesta en frecuencia dada en (9.6.26) se calcula como:

o

[H(e™) =, e Bu

' 9.6.27
A A ( )

>
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y la fase queda expresada de la siguiente forma:
) M N
AHE =D an +D 6 (9.6.28)
m=1 k=1

Con el procedimiento anterior se concluye que es posible estimar la respuesta en
frecuencia a partir del diagrama de polos y ceros, con solo medir las longitudes de los
vectores B, y Ay, con sus angulos correspondientes am Y ¢x.

Ejemplo 9.6.8

Hacer un esbozo de las respuestas de magnitud y fase usando los puntos @ =0, o = /2y
w = m; para el sistema que se muestra en la Figura 9.41

X@)— HQ) — Y@

Figura 9.41 Representacion de un sistema discreto con la

funcion de transferencia: H(z) = > |z|>0.5

Solucion.

Por analogia con la expresion de la funcién de transferencia general dada en (9.6.21) y la
funcién de transferencia propuesta, se observa que by = 1. Con este dato se pueden localizar
los ceros y polos de la funcion de transferencia en el plano z, como se muestra en la Figura
9.42.

Im{z}

»Re{z}

plano z

()

Figura 9.42 Polosy ceros del sistema discreto con funcion de transferencia:

z-1
H(z) = z[>0.5
(2) z+0.5 2]

La construccion geométrica para cada frecuencia propuesta se muestra en la Figura 9.43.
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Im{z}

ow=0 / /|Z| =1
o >Re{z}
\ plano z
Im{z}
o =7/2

Figura 9.43 Construccion geométrica para el bosquejo de las gréaficas de
magnitud y fase

De la Figura 9.43 y de las expresiones (9.6.27) y (9.6.28), se obtendran las magnitudes y

fases de la funcién de transferencia para cada uno de los valores de la frecuencia w. A
continuacion se presentan los calculos correspondientes para cada frecuencia:

() @=0:B;=0;A;=3/2; ¢ =0.

io _L:- i9Y1—=0n°_0N° =N°
|H(e )|—(3/2) 0; Z[H(")]=0°-0°=0
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(M) @=m/2:By= /2, A= \[5/2; oy = 135% ¢ = 63°

A2
(\/5/2)

|H ("™ =1.265; /[H(e'™'?)]=135°—63° =72°

(n) @=m:B;=2; A =1/2; oy = 180°% ¢ = 180°.

[H(@E™)|= (1/22)= 4:  /[H(e'")]=180°-180°=0°

Estos datos se usan para esbozar las respuestas de magnitud y fase que se muestran en la
Figura 9.44, en donde se observa que H(z) es un filtro pasa-altas.

H(e")|

0 b= ————
ZH(E)

120°

90°

60° N

VAR RN

0

Figura 9.44 Esbozo de las respuestas en magnitud y fase para el filtro

H(z)= |z|>0.5

Z_
z+0.5
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9.7 Pares de Transformadas Z de uso mas frecuente

En la Tabla 9.2 se presentan algunos pares de Transformadas Z de uso mas

frecuente.
Secuencia Transformada Z RDC
an) 1 cualquier z
1
u(n) 1-z7 |z] > 1
1
-u(-n-1) 1- 771 lz| <1
cualquier z
o(n-m) z " excepto 0 (sim>0)6
oo (sim<0)
1
a'u(n) 1-az? |z| > [a]
1
-a'u(-n-1) 1-az?! |z| < [al
az™t
n -
na"u(n) (1—az ')’ |z] > |al
az™t
n -
-na"u(-n-1) (1—az 1)’ |z] < |al
a", 0<n<N-1 1-aMz ™
0, en otros casos 1-azt |z| >0
1—(cosw,)z™
(cosawon)u(n) 1-(2coswm,)z ™ +277 lz[>1
(sinw,)z™
(sinasn)u(n) 1~ (2cosw,)z" +2° 21> 1

Tabla 9.2 Algunos pares de Transformadas Z de uso mas frecuente
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